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O 下面 七 个 题目 各 提出 四 个 答案 ， 将 你 认为 正确 的 答案 
” 的 英文 字母 代号 填写 在 题 后 的 括号 内 等 一 题 ， 该 对 得 5 分 ， 

开销 得 ~ 2 分 ,不 填 得 0 分 。 | 

N, RER: W4= KN AW AAAS. 

条 件 忆 两 个 三 角形 全 等 . 

(4) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 ，”( 坟 甲 是 乙 的 必要 条 件 ; 

(C) 甲 是 乙 的 充分 条 件 ; 

(Z 甲 不 是 乙 的 必 可 条 件 ， 也 不 是 充分 条 件 。 

T S 


Z., Haz Žr (0, +41, 42, renere ), T= Sina + tga 


` cosa + ctga 
(4) 也 取 负 值 ， (B) TRIERI 
(O TRER — (D TEM WEW A, 


=. 条 件 甲 ; V l+sinÜ =a 
条 件 乙 : sin 


(4) 甲 是 乙 的 充分 必要 条 件 ， (B) 甲 是 乙 的 必要 条 件 ， 
(C) 甲 是 乙 的 充分 条 件 ， 
D) 甲 不 是 乙 的 必要 条 件 ， 地 不 是 充分 条 件 。 


s 


Ü 
+ cos— =a 
2 





€ ) 
四 、 下 面 办 个 图 形 中 ， 哪 一 个 面积 最 大 ? 


(A) AABC, ZAESB0°, Z B=45°, 40 = vv 了 

(B) 梯形 :两 对 角 线 长 度 分 别 为 2 和 3 ， 夹 角 为 75 

(O) 贺 : 半 径 为 b D) 正方 形 ， 对 角 线 的 长 度 是 2,5. 

€) 

五 、 给 出 长 方 体 4BOD- A 
BC'D’， 下 列 十 二 条 直线， 
AB’, BA’, OD’, DO:, AD, 
DA’, BO’, CB',AC, BD, 

AC, B'D' H£ $ p 5 R SR? 

(A) 305; (B) 60 对 ， 

(C) 24 对 ， (D) 48 对 。 





( ) 
六 、 在 坐标 平面 上 有 两 个 区 域 于 和 入 ,M 是 由 y 宇 0,y<<% ll 
y 志 2~w 这 三 个 不 等 式 确定 的 。 六 是 随 f 灾 化 的 区 域 ， 它 由 不 等 
ASISE 1 所 确定 的 ，! 的 取 值 范围 是 0 志和 志 1, EMANA 
HEARERS O, M OA 
(À) -+i + (B) ~ 26 + 2t; 


(C) 1 - t (D) z #2) 2, ( ) 

七 、 对 方程 zol + pz +9= 0 进行 讨论 ， 下 面 的 结论 中 ， 哪 
一 个 是 错误 的 ? 

(À) 至 多 有 三 个 实 根 ， (B) 至 少 有 一 个 实 报 ， 

(O) RAP - 49 关 0 时 才 有 实 根 

(D) p<03g> 08, #=4- 538. 
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C ) 
(本 题 共 35 分 ) 
© 下 列表 中 的 对 数值 有 两 处 是 铅 误 的 ;请 予 纠正 。 





























x | igx 
0.021 | 2arbte-s Jl 6 | ta-b-e 
027 | asa 7 | toO + 
1,5 34— b +C + , 8 | 3- 3a- 3c 
2.8 | 1-2a+26-c 9 | ` 4a- 26 
3 | 2a% 1 14 l-a+2b ` 


5 a+e 





(本 题 15 分 ， 宁 夏 供 题 。) 
© ”在 圆 0 内， 骇 CD 平行 于 驼 EF， 且 与 直径 4B 交 成 45° 
角 。 若 C 了 与 五 了 分 别 交 直径 于 已 各 Q， 晤 圆 0 的 半径 长 为 1. 求 证 
PO . QE+ PD . QF<2, 
(本 题 15 分 ， 河 南 供 是 。) 
© 组 装甲 、 乙 、 丙 三 种 产品 ， 需 用 4、B、 0 三 种 零件 ， 
每 件 里 产品 湖 用 4、B 各 2 个 ， 每 件 乙 产品 需 用 B、C 各 1 个 ， 每 
件 两 产品 需 用 2 个 4 和 1 个 OC、 用 库存 的 4，B、C 三 种 零件 ,如 组 
装 成 ? 件 甲 产品 、g 件 乙 产 品 和 7? 件 两 产品 ， 则 莘 下 2 个 4 零件 和 
1 个 中 零件 ， 但 C 零 件 丛 好 用 完 ， 试 证 无 论 怎样 改变 产品 甲乙 、 
再 的 件数 ， 也 不 能 把 库存 的 4、B、C 三 种 零件 都 恰好 用 完 。 
(本 题 15 分 ， 北 京 供 题 。) 
© 一 张 台球 桌 形状 是 正六 边 形 4BCDEF。 一 个 球 从 4B 
的 中 点 8 击 出 ， 击 中 B80O 边 上 的 某 点 @， 并 且 依 次 碰 击 0D. DE, 
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EF .5F4 各 边 ， 最 后 击 中 4B 边 上 的 某 点 。 设 人 .BPQ= 6, ROH 
取 值 范围 。 
ER: 利用 入 射 角 等 于 反射 角 的 原理 。) 
|  (k3R202, BERT, ) 


北京 市 1981 年 中 学 数学 竞赛 
C1981 年 3 月 22 日 】 


初 王 年 级 试 是 
O ”一 个 自然 数 减 去 45 后 是 一 个 完全 平方 数 ， 这 个 自然 数 
加 上 44 后 仍 是 一 个 完全 平方 数 。 试 求 这 个 自然 数 。 《15 分 ) 


Q 正方 形 48CD 中 ， 是 CD 的 中 点 ， 了 是 D4 的 中 点 , E 
结 BB、0CF， 它 们 相交 于 P。 RE: 4P=48B (159) 


© Ë = 的 整数 部 份 是 4s， 小 数 部 份 是 5, 试 求 
a+ (1+ V 7 )ab2 Ë (152) l 

@ 已 知 三 角形 中 两 角 之 和 为 %", 最 大 角 比 最 小 角 大 24”， 
求 % 的 取 值 范围 。 (152) 

图 试 将 3 、4、5、6、7 、8 、9 七 个 数字 分 成 两 组 ， 
分 别 排 列 成 一 个 三 位 数 和 一 个 四 位 数 ， 并 且 司 这 两 个 数 的 乘积 
为 最 大 ， 问 ， 应 如 何 分 组 排列 ? 并 证 明 你 的 结论 。 (202) 

@ APENAS 0 A KENK, 求证 ， 
”是 完全 平方 数 。 — (209) 


高 一 年 级 试题 
D 解 不 等 式 
logs, silog = 8 -8 y 0 (102) 


© 已 知人 4BC 中 ， 
(cos4+sin4) (cosB + sinB) =2, RHA, B, O, 
(102) 
© 在 一 边 长 为 [前 等 边 三 角 
形 内 部 放置 十 个 相等 的 图 Cu BJ) ， 
相 邻 的 两 圆 互 相 外 切 ， 外 国 的 加 (XN 
都 与 三 角形 的 边 相 切 。 试 求 这 十 
个 等 圆 的 面积 之 和 。 04) (Xx 
© URAH. BSE (XXN 
FÉ JEABCD—JE BO 为 直径 作 圆 ， 
交大 底 4B 于 如， 县 恰 与 另 一 厢 4 刀 相 切 于 有 . 求 BB:AR 之 值 ， 
(15 分 ) 
© ”建造 一 矩形 水 池 ， 长 度 每 尺 造价 27 元 ， 宽 度 每 尺 造价 
35 元 ， 按 照 施 工 要 求 ， 长 度 与 宽度 的 尺 数 必 须 是 整数 ， 根 据 预 
” 算 1000 元 的 建造 费 ， 建 成 的 水 池 最 大 面积 是 多 少 ? (15 分 )》 
图 的 内 部 有 中 个 点 ,任何 两 点 的 距离 都 大 于 圆 的 半径 。 
试 证 ， 总 能 找到 两 条 互相 垂直 的 直径 ， 将 圆 分 为 四 个 部 份 ， 使 
每 部 份 的 内 部 有 、 而 且 仅 有 一 点 。 (20 分 ) 
© Kf =av +I +e, BASD, SD SO, f (a), 
fO) RERA RWE: J) 不 能 分 解 成 两 个 整 系数 一 一 次 式 的 
积 。 | (20 分 》 














上 海 市 1981 年 中 学 数学 竞赛 
HERE 

@ 已 知 f (2)=1+logx5, 9(2) =1+log,:9+1logy:8。 试 
H 3 f (2) #' g (2) 的 值 的 大 小 。 ` (102) 

®© 在 和 人 4BC 中 ，LO 是 钝 角 ，48 边 上 的 高 为 h， 求 证 : 
AB~>2h, | (102) 

© HA FD3⁄48t>o- 4BOD 的 而 面 与 底面 的 夹 角 &， 相 邻 
两 侧面 的 夹 角 B。 求 证 ，cosB = -cosza (12 分 》 


w " 9 i 
D ë 212Z(72) =s. 


求 正 整 数 % 的 值 . 
(w. Dat G, fa, +G, +. + an 的 编写 记号 . ) 
© 设 % 为 偶数 。 RE: (12 分 ) 
TD et Hr 
Hir Ee a 


设 抛物 线 的 对 称 轴 是 22 +y -1 =0， 准 线 是 
v2y-5=0， 且 上 与 直线 2y+3 =0 相 切 ， 求 此 抛物 线 方程 ， 
(14 分 ) 

@ 已 知 %m%+m@2sin9+sin29 +sin30 = (z— a) (z — B) 

(%- y), H. 


求 9 的 取 值 范围 。 (59) . | 

O PARI, 2, 2| 它们 有 Bin =1; es =k, 
[s| =2~ k; arg2 =a, arg: =, arges = 
E Z, +2, +2, = 0, 


M kR, sin? -从 的 俯 为 最 太 ? ， X15 分 》 


EE S 


D Bte% ¿EAP ita. MEN UEA 
成 m 个 相继 的 奇数 之 和 。 (1459) : 

© REE x2" (加 是 各 然 数 ) 个 相等 小 方 格 组 成 的 棋 益 
上 和 任 事 控 去 一 个 小 方 格 ( 如 图 o, AALA 
成 的 5 形 块 (如 图 5 ) 恰 好 铺 满 ( 既 不 重 琶 ， 也 不 越界 )。 Qi22> 


bq 





3 _ s _ 3 _ 
DEAA (PE Gp eee e BE), 
(142) 

由 在 方程 组 

az t +bz, ° =%,2, 

az, + bo," = m, °, 

aD * + bn 3 =T, 

aD, Dy FT y 


中 6, 5 是 实数 ， 且 cx0。 
求证 ， (i) 4b? + 4aP0 时 ， 方 程 组 至 少 有 一 组 非 零 实数 解 ， 
(H) 40° + 49<0 时 ， 方 程 组 不 存在 非 零 实数 解 。 
| (18 分 》 

加 已 知 边 长 为 1 的 正方 体 4BOD 一 4 prOr Dr, 4C 是 对 
角 线 ， 必 ,多 分 别 是 BB'、B'O’ 的 中 点 , 了 是 线段 聘 入 的 中 点 。 
$: DP: AU EJE BI, Ë (202) 

Or- MM-RA HRT K A,. ` A.. A MA, , 
其 中 4, 和 4: 是 国 的 直径 的 一 对 端点 . RE ° ` 

Ci) 4 和 4 是 双 曲 线 直 径 的 端点 ; 

Cii) 双 曲 线 在 4， MA, 处 的 坊 线 垂直 于 4,4，， 
(20 分 ) 


第 二 十 二 届 国 际 数学 竞 寨 试题 
第 一 = 
(1981 年 7 月 13 目 (星期 一 ) LF, waar + 2 BU Ë & KD 
(DP 是 一 给 定 三 角形 4BC 之 内 的 一 点 ，D， 瑟 ， 了 是 由 了 分 
别 向 BC，C4，48 作 季 线 的 王 足 。 求 出 所 有 使 


BO CA AB 
PD t PE ` PF 
达到 最 小 的 已 点 。 (英国 ，7 分 ) 注 
加 有 集合 {1,2,….…，n}， 今 考虑 其 所 有 有 + 不 元 素 的 子 


集 ， 其 中 1<7 二 mn。 再 在 这 些 子 集 的 每 一 个 中 取 其 最 小 数 ， 
用 (wm,7) 记 这 些 最 小 数 的 算术 平均 信 。 证 明 ， 


[ 注 ] 括 号 内 的 国家 与 分 数 分 别 是 该 题 的 命 基 加 与 该 题 所 出 的 分 数 
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F @,r) = 一 -一 一 


Ó - 


十 | 十 
= — 


(W, 72) 


Owm? + n :的 最 大 值 ， 其 中 
m, n€E{1,2,.…, 1981}, 
同时 m- ma- n) =l, ? 
| Ge, 79): 
第 一 = 


(198137 H 148 GE 382) E +, Whit T f Ë 843 


© (i) nn 为 一 大 FW ARX. 窜 m 为 合 值 时， 存在 n TE 
个 相连 的 正 整数 ， 使 其 最 大 数 是 其 余 n 一 1 个 数 的 最 小 公 傅 数 
的 一 个 因子 ? 
Gi) Hn WAER, DNF — H — RARE N 
个 数 ? | | | 
加 OAH, ID) 
@#—+ EMS gl i= 4k AB, EIE 
个 公共 的 交点 0O 、 这 三 个 圆 中 每 一 个 至 少 要 和 这 三 角形 的 两 条 
边 相 切 。 证 明 ，O 点 、 此 三 角形 的 内 心 (内 切 图 心 ) 和 外 必 《外 
接 圆心 ) 是 在 一 条 直线 上 ， 
《苏联 ，7 分 ) 
@ 函 数 f(m,y) 满 足 ， 对 所 有 非 负 整数 3,y 有 
(i) fO, =32+1， cii) (cr1,0) =f(@,1), 
(iii) fv+1,9+1) = (2,f (D+1,y))。 求 1 (4,1981). 
(芬兰 ，7 分 ) 


”美国 1981 年 《第 十 届 ) 数学 竞赛 试题 
51981 年 5 月 5 日 ， 三 小 时 半 ) 


@@ 有 一 给 定 的 角 ， 其 大 小 为 80 -， 这 里 m 是 一 个 不 能 被 3 


除 尽 的 正 整 数 。 证 明 ， 此 角 可 以 用 直 尺 和 图 规 三 等 分 。 

回 某 县 共有 车 于 个 区 ， 其 中 每 两 个 区 之 间 可 以 用 汽车 、 火 
车 或 飞机 这 三 种 方式 之 一 进行 交通 联系 。 但 是 没有 一 个 区 在 与 
其 它 所 有 的 区 交通 联系 时 ， 这 三 种 方式 ( 指 汽车 ,火车 与 飞机 ) 
蚌 都 用 上 了 的 ， 但 就 整个 县 而 言 ， 这 三 种 方式 都 是 用 上 了 的 ; 
同时 也 没有 这 样 的 三 个 区 ， 它 们 之 则 两 两 进行 交通 联系 时 ， 用 
的 都 是 同一 种 方式 。 间 ， 这 个 县 内 至 多 有 多少 个 区 ? 

@ 若 4、B、O 是 一 个 三 角形 的 三 个 内 和 角 ， 证 明 ， 

-2<SingA+Sin3B+ Sima <a 3 /2. 

并 问 : 何 时 上 述 不 等 式 之 间 的 等 号 成 立 ? . 

DA — h £ W, 其 让 有 面 角 之 和 等 从 二 所 有 两 而 角 之 
和 、 证 明 ， 此 多 面 角 是 一 个 三 面 角 

( 注 ， 一 个 凸 多 面 角 可 以 以 如 下 方式 形成 :从 一 个 凸 多 边 形 
所 在 的 平面 外 一 点 引 过 此 凸 多 边 形 各 顶点 的 射线 . ) 

OF s 是 一 个 正 实数 ， ”是 一 个 正 整 数 、 证 明 


这 里 [为 表示 不 大 於 均 最 大 整数 ， 例 如 [zx =3, [vw 23=1。 
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加 拿 大 1981 年 (第 十 三 届 ) 数学 竞赛 试题 
[1981 年 5 月 6 日 三 小 时 ] 


Q@ 对 任何 实数 1， 用 C# 表示 它 所 包含 的 最 大 整数 h 
AREH + 的 最 大 整数 ) ,如 [8] =8，{fx) =3 和 [~5/2)= -3, 
证 明 方 程 

(2) + (2@3 + (423) + (823 + C160) + [3222 = 12345 死 实数 
解 。 

@@ 已 知 一 半径 为 ”的 辆 以 及 过 该 圆 上 菜 定点 和 的 切 线 ! 
现 有 阿 疝 十 的 动 点 R 向 切线 1 作 牌 直线 ， 其 重 足 为 &. 请 决定 三 
角形 PQE 的 最 大 面积 

全 如 果 在 平面 2 土 有 有 限 条 直线 、 请 证 明 ， 一 定 可 以 在 平 
Hr 上 作 一 个 任意 大 的 圆 ， 使 它 和 那 有 限 条 直线 都 不 相遇 。 另 
一 方面 ;请 证 明 ， 我 们 总 可 以 构造 一 个 直线 的 序列 ( 即 第 一 条 直 
线 , 第 二 条 直线 , 第 三 条 直线 ，……- ) ,使 得 平面 2 上 的 每 一 个 圆 
都 至 少 和 这 些 直 线 中 的 某 一 条 相遇 , (一 个 点 不 认为 是 一 个 贺 .) 

四 p(z) 和 Q(o) 是 两 个 多 项 式 ， 它 们 满足 恒等式 

PR ) 王 已 (2(2))， 对 所 有 实数 4 成 立 。 如 果 方 程 
pœ) =Q) 
无 实数 解 ， 那 么 请 证 明 方程 
p(p(@)) =Q(Q(m@)) 
也 没有 实数 解 。 

@@ 有 11 个 剧 针 参加 一 次 戏剧 汇演 。 这 些 剧团 中 每 天 有 若 于 
剧团 登台 演出 ,而 男 外 的 剧团 作为 观众 观摩 演出 ,在 汇演 结束 时 ， 
每 一 个 剧团 至 少 看 到 其 它 每 一 个 剧团 的 演出 一 次 。 问 ， 这 次 汇 
演 至 少 持续 了 多 少 天 ? 
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澳大利亚 1981 年 《第 一 届 》 数 学 竞赛 试题 _ 
第 一 w 
[1981 年 4 月 7 日， 四 小 时 ] 
Qe El :由 小 於 100 的 27 个 不 同 的 奇数 所 组 成 的 集合 中 ， 
必定 有 一 对 数 ， 其 和 为 102. 
(2) 若 一 集合 由 小 於 100 的 26 个 不 同 的 奇数 所 组 合 ， 并 且 
此 集合 中 没有 一 对 数 的 和 为 102, 问 ， 这 种 集合 总 共有 多 少 个 ? 
OWE "是 正 整 数 ，a 和 4% 是 实数 . 那 末 在 
0<a<1 H mentl<ç@m<1 























时 ， 有 
m- , (WP-0) ,9-0) ...... 8-a”) <p 
@ +a) (ra) +a’) “(G+ an E? 
此 处 
p= a-a), Q-a) , Q-a?) 7 (1 - e”) 
(+a) (lt+a’) (1 + aš) (1+ an ° 


全 有 一 等 腰 三 角形 4BC.0 是 底 边 BC 的 中 点 . 一 个 加 以 0 点 
为 圆心 并 且 与 腰 4B、AC 相 切 , 而 P.Q 是 腰 4B 和 AO 上 的 两 点 。 
如 果 ZPQ 是 上 述 圆 的 切线 ， 那 末 


PBxOQ- (+ Bo), 


其 道成 立 吗 ? 
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第 二 wx 
[1981 年 4 月 8 日 va pij) 


@ 证 明 从 1066 到 1981 之 同 的 每 一 个 数 都 是 下 列 数 的 一 个 因 
F, 
1X2XxX8X-.X915 
F2X3x4xX- “X916 


+ 1066 x 1067 x 1068 X... X 1980, 











@@ 平 面 被 上 图 中 的 三 族 平行 线 切 割 成 许多 等 边 三 角形 。 设 
这 每 个 等 边 三 角形 的 边 长 为 1 。 证 明 ， 平面 上 任意 两 个 顶点 间 
的 距离 所 构成 的 集合 是 “可 乘 的 ” .这 就 是 说 , 如果 % 和 Vv 都 分 别 
是 上 述 的 那 种 距离 ， 那 未 他 们 的 乘积 wu 亦 是 1981( = . 
44.508…) ,是 这 种 距离 吗 ? 

@@ 在 两 个 马 第 手 B 和 0O 之 间 展 开 比 赛 。 他 们 每 人 都 持 有 一 
稍 ， 而 且 同 时 从 原点 @ = 0 处 出 发 ， 向 目标 %=1 处 走 去 ,而 B 
和 C 每 人 究竟 在 何 处 发 射 这 一 箭 , 由 他 们 每 人 自己 选择 . 弓 第 手 
B 比 弓 第 和 手 C 功 夫 较 差 ， 因 为 C 从 zs 处 射 中 且 标 w= 1 的 概率 是 % 
而 8 则 是 %*。 在 比赛 中 还 规定 ， 如 果 两 人 都 射 中 目 标 ， 那 末 先 
射箭 者 为 胜 。 问 ，B 的 最 侍 对 策 是 何 ? 
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西 德 1981 年 数学 竞赛 试题 
第 一 试 
四 设 和 ?和 皆 为 自然 数 ， 而 且 


E: S 用 十 进 制 数 表达 时 ， 其 个 位 数 是 1 的 充分 必要 条 件 是 : 
“和 9% 的 十 进 制 数 表 达 式 其 个 位 数 都 是 1， 

名 若 一 个 三 角形 中 三 边 之 长 5、8 与 6 满足 

a+b=20, 

再 车 GQ 和 了 分 别 是 此 三 角 的 重心 (三 条 中 线 的 公共 交点 ) 和 办 心 
(内 切 圆心 )， 那 末 人 G7 一 定 与 此 三 角形 三 边 之 一 平行 . 

图 试 证 在 2* x 2" (mn 是 自然 数 ) 个 相等 小 方 格 组 成 的 棋盘 上 
任意 挖 去 一 个 小 方 格 (如 图 4) 后 ， 总 可 以 用 由 三 个 小 方 格 构成 
的 工 形 块 〈 如 图 5) REAN ATER, ETRA). 

注 ， 本 题 的 图 见 上 海 市 1981 年 中 学 生 数 学 竞赛 复赛 试题 第 
2 题 。 
OF PE-KA, WR 

2°43’ 

不 能 被 表示 为 ”的 形式 ， 其 中 n、8 均 为 自然 数 ， 而 且 h#>>1。 


第 二 = 
QD 今 有 一 数列 
Ois G, G, ee 。 
其 中 &: 是 一 自然 数 ， 而 
an+1=[1.5xcon]+1， 对 所 有 自然 数 n 成 立 . 
F], 是 否 可 以 如 此 选 定 c,， 使 此 数列 的 前 100000 项 全 是 偶数 ， 
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而 第 100001 项 则 为 奇数 ? . 
加 如 果 一 个 平面 到 其 自身 上 AR 
一 个 圆 . 证 明 ， 该 变换 一 定 将 每 一 条 直线 变换 为 一 条 直线 . 
5 附注 “一 个 平面 到 其 自身 上 的 一 一 映射 是 这 样 一 种 映射 ， 
EWE: . i l 
(DREPTE EAR AAE e RA EE ERA — gu 
(EOR EIAS RE R R u. 
(DEALE ARMER- AURA. J 
8& 是 一 自然 数 ，n= 2 一 :, 求 证 ， 从 2m 一 1 个 自然 数 中 总 
可 选 出 % 个 数 ， 使 其 和 可 被 除 尽 ， 
名 车 性 是 自然 数 的 某 一 非 空 集合 ， 且 对 每 一 2 c M, —E 
有 4 2 EMAILY 2 ] 所 天 .求证 集合 古 为 所 有 自然 数 的 集合 。 


比利时 1981 年 《第 六 届 ) 数学 竞赛 试题 
[1981 年 3 月 11 日 ， 四 小 时 ] 
@ 证 明 ， 如 果 "是 自然 数 ， 那 末 多 项 式 
(m+ 1) m+ + 

可 被 D +m+1 
除 尽 。 

包 在 一 个 半径 为 如 的 圆 形 饼 上 割 下 一 个 圆心 角 为 ac(0<a<< 
2r) 的 扇形 . 再 用 一 个 圆 形 的 矶 子 来 盛 放 这 个 户 形 的 饼 。 设 这 种 
碟子 中 最 小 的 一 个 其 半径 为 Y. 请 写 出 这 个 作为 及 和 ao 的 函数 Y 的 
具体 表达 式 ， 

@ 在 一 个 八 面 体 4BCDE( 不 一 定 是 正八 面体 ) 中 ， 四 边 形 
BODE、ACFE 和 4BFD 中 每 一 个 都 在 一 个 平面 上 ， 而 且 都 将 
此 八 面体 的 其 余 两 个 顶点 分 在 平面 的 两 侧 , ( 见 图 } 
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F: ERAF, BDfC EJ 8 8 
是 有 一 个 公共 的 交点 . 

OBATE AMB 正在 看 一 个 
小 孩 不 停顿 地 掷 一 枚 硬币 .如果 硬 “ 
币 着 地 时 正面 朝天 ， 则 记 为 五 ， 反 
HAR MEAT. 这 样 ， 在 三 次 
连连 的 抛掷 中 ， 一 定 是 下 列 8 种 排 
列 之 一 : 

TTT, TTH; THT, HTT, 
THH, HTH, HHT, HHH. 

RE AT. EREA H, THT — E TTT 先 .出 
现 ， 赌 徒 了 B 友 打赌 说 779 要 比 7FT 要 先 出 现 ， 

间 ， 这 两 个 赌 徒 中 哪 一 个 赢 的 可 能 性 大 些 ? 





奥地利 1981 年 数学 奥林匹克 
第 一 R 
[I1981 年 6 月 1 日 

QD 设 在 一 三 角形 中 ，s。、s;、s。 为 其 三 条 中 线 的 长 度 ，s 为 

此 三 角形 周 长 之 半 。 证明 ， 
R KB? +s? +e, 

并 问 圭 述 不 等 式 中 的 等 号 何 时 成 立 ? 

OHARA n KiE, 


© @ +o+1) | (22% + 1 (1 
ORARAA n 2>3. X kara, b. WE 
G+b+e=0 ` 


求 下 列 不 等 式 组 的 全 部 解 (21， Da, ee, pe | 
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as, + bz, + ez, 20, 


am, + bz, + ez , 220, 


pey i 
CO + bz, + em 20, 


\ ~ 
am, + bz, +08,0, 


”其 中 mi(1<3<w) 是 实数 。 — 
第 二 试 
[1981 年 6 月 2 日 
DEASH X 
(tis Oz, az, sse) 
= (1, 3, 3, 3, 5, 5. 5, S 5, 7, eee) y 
METEM k DE EB kK. 
证 明 ， 存在 整数 、 C、 at 
Cn = bx DETTI +d, (n>1), 


而 且 只 能 有 一 组 9;、c、d 的 值 满足 上 式 。 
加 "为 自然 数 ， 问 ，" 取 何 值 时 


| Se 
@@ 试 证 下 列 方程 组 没有 整数 解 ( 即 z,y,z 均 为 整数 )， 


D? -304 十 3 -z7 = 31, 
-g? + 6 + 222 = 44, 
D + DY + 8z* = 100, 





T 


二 题 解 
中 国 1981 年 二 十 五 省 市 自治 区 中 学 数学 竞赛 题解 


中 解 一 、 正 确 的 答案 应 是 (8B) .因为 在 图 一 中 的 两 个 三 角 
形 A4BC 与 A4/ B'O’, RA 


AB= AB. BO - B'O 
但 Z ABO: = 180° — ZABO, 
因此 sinZ B=sin LB’., 
所 以 AABC 的 面积 = 了 4 , BO. sin(/B) 


= 4 B' . B'Q' o sin(ZB/) = AA! B'O 的 面积 。 


但 A4BC 与 A4/ B'O RA, 


A A 
B e B' 2 
图 一 
二 、 正 确 的 答案 应 是 (2) 因为 
T= sina +tga __tga(l+ cosa) =tgĉa 1 + cosa 
cosa +ectga ctga(l +sina) 1+sina’ 


Hark. > (b=0,+1, +2, …)， 所 以 
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ig`e>0,1+cosa>0, 1+ sina >0, 
因此 T>0, ` 
=, 正确 答案 应 是 (D). 因为 


v l+sinÜ = ysin? cost + 2sin cost 





= 人/ sin 十 cos) = sint + cost ° 


这 样 举 例 来 说 若 0 = -240°, WI 
VITsn( 20 ) = MITsinl20 = ~ I+ sinbo" 





= 2+ ~ 3>0, 
3 


si (9) + co :(— 240 ) =sin(-120。 )+cos(—120°) 


= —sin60°—cos60° = -1x3 <o, 
四 、 正 确 答 案 应 是 (@) 因为 
(DA4BC 中 ，~C =75"， 所 以 由 正弦 定律 得 〈 见 图 二 ) 
BC v2 
singo” sin45 


sin45 ° 





。 w es 


` 3 + 2 。sin75。 = Bsin (30°+45°) 
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HG=vV3, HF=v2 


图 二 
Gi) 设 此 梯形 为 五 AG1( 见 图 二 ) 两 对 角 线 的 交点 为 了 。 再 
设 人 BI =75°, XE | 
sin (LEIH) =sin(ZHIG5 = sin (ZGIF) =sin(ZFIEB) 
=sin75°, 
而 梯形 E&FGEH 的 面积 
= 人 五 [已 的 面积 + 人 瑟 TIG 的 面积 + 和 人 GIF 的 面积 + AFi 


五 的 面积 
=E GI» IH + sin75° + JHI. IG, sin75° 


+I » IF + sin7 5° + JHI «IF o sin75° 
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= lsn75°(EI+IG (HI +IP) 
=L sin75° + EQ + HF 


2 + 3 ° sin75° = 二 (3+ V 了 yw1.1830。 


GD 半径 为 1 的 圆 的 面积 = x =3.1416。 


2.5 (2.5) ° 
(iv) 此 正方 形 的 面积 = `=) = 2 =3.125, 


五 、 正 确 的 答案 应 是 (4). 以 直线 4B' 为 例 ， 与 它 构 成 异 
面 直 线 对 的 共有 五 对 : 

(4B’ ,0D’'),(AB’ ,A'O'’), (AB, BD), (AB’,BO’), CA 
B',A'D) ,同样 与 直线 4' 电 构成 异 面 直线 对 的 亦 有 五 对 ， 在 考 
虑 了 -4B' ,4 了 以 后 ， 往 下 考虑 其 它 直线 时 就 再 也 不 要 考虑 平 
面 4BB’4’ 上 的 直线 了 ， 所 以 在 这 种 排除 之 下 ， 与 直线 0D' 构 
成 异 面 直线 对 的 共有 四 对 ， 与 直线 CD 构 成 异 面 直线 对 的 亦 有 
四 对 、 在 这 以 后 ， 考 嵌 其 它 直线 时 就 再 也 不 要 考虑 平面 ABB 
4/ 与 平面 ODD'Q' 上 的 直线 了 , 依 此 下 去 ， 可 知 所 有 的 异 面 直 
线 对 为 





5+5+4+4+3+3+2+2+1-+]1 
=2(1+2+3+4+5)=2x15=30, 
六 、 正 确 的 答案 应 是 (4 . 因为 区 域 M 和 N 分 别 为 图 三 和 图 
四 中 绘 有 和 斜 线 的 部 份 ， 而 萌 几 广 
即 为 图 五 中 绘 有 斜 线 的 部 份 . 它 由 两 个 梯形 47 了 0B 和 BEDC 构 
成 ， 而 
AF=t, BE=1, OD=2- (+1) = 1-—-£, 
AB=1-t#, BO=1+i-1=i, 
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所 以 梯形 4FEB 的 面积 = 二 (4F + BE) . AB 
=> +da- =4a-t), 


梯形 BEDC 的 面积 = (BE + CD) ,BO 


_ 1 _ 1 
= 本 (I+1-Dt= > (2-4, 


所 以 区 域 于 NW 的 面积 sa-i +i- 
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七 ,结论 (9) 和 (D) 是 错误 的 ,而 结论 (AI (B) ER 因为 ， 


G) 在 4=0 时 ， 原 方程 为 
s(a] + p) = 0, . f . 
所 以 它 至 多 有 三 个 相 异 的 实 根 。 在 9 六 0 时 ，2 = 0 一 定 不 是 原 方 
程 的 根 ， 所 以 若 原 方程 有 四 个 或 四 个 以 上 的 实 根 时 ， 为 原 方程 
E>, E E _ | 


D’ + pz + g= 0 (1) 
的 形式 ， 而 在 c<0 时 ， 呈 
-8° +ps+q=0 (2) 


的 形式 ， 所 以 原 方程 在 2 之 0 时 至 多 有 两 个 实 根 ， 而 在 2 <0 时 
亦 至 多 有 两 个 实 根 ， 所 以 原 方程 至 多 有 四 个 实 根 。 若 确 是 有 四 
MER, Dis Bos Bas DP MATE 

T, <@, LOKE <@,, 
据 (1) 式 有 6<m,- Ç, =q; 


亦 即 g. (3) 
而 据 (2) 式 有 08w = 一 0 
所 以 q<0. (4) 


这 样 (3) 与 (4) 式 相 矛 盾 。 因 此 不 论 g = 0 或 是 g 关 0， 结论 (A) 都 
成 立 。 

Gi) RJE) =v |e] + po +q, 
注意 linf (%) = + oo， linf (æ) = — eo, 


所 以 一 定 存在 充分 大 的 正 数 放 ,使 f(M)>0, J(- M)<Q0. 
再 因为 函数 /四 是 连续 函数 ， 所 以 一 定 在 闭 区 间 5[- 弄 ，MD 内 
AE, E/E = 0. 因 此 结论 (五 ) 成 立 ， 

Gi) 由 (ii 中 的 论证 可 知 原 方程 始终 存在 一 个 实 根 ， 与 
P -49 的 正 、 负 无 关 。 因 此 结论 (0) 是 错 的 ， 
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(V) 取 0>p= -2,， g=2>0, 
那 末 此 方程 在 v> 
2 一 20+2=10， 
它 在 2 >0 中 无 实 根 ， 而 在 <E 
g? +20-2=0, 


它 在 = <0 中 只 有 一 实 根 w= -1- vv 了. 


因此 此 方程 只 有 一 个 实 根 ， 所 以 结论 (D) 不 成 立 。 


OR W» 


lg0.021=1g(10-* x21) = -3+lg3+1g7, ` 


lg0. 27 = ig (107° x 27) = — 2 + 3lg3, 
]g1.5=1g(10-:x15) = 一 TI+lg3+1g5， 
lg2.8=1g(10-1XxX28) = ~1+2lg2+1g7, 
lg6= lg (2x 3) =lg2 + 1g3, 
lg8 = lg2 = 3lg2， 
lg9 = lg3° = 2lg3， 
lgl4=lg(2x7)=lg2+lg7. 
所 以 从 表 中 相对 应 的 1gz 的 表达 式 ， 我 们 得 到 
lg3+ lg7=24+b+e, 
lg3= 26—b, 
lg3+ lg5=1+36—b+c, 
2]g2 + 1g7 = 2 — 2z + 2Ë — c, 
Ig8=2z—b, 
lg5=4+6, 
lg2+ lg3=1+&@-b-se, 
ig7 = 2(0 +6), 
]g2=1 一 0 一 0 
Ig3=2a-_b, 
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(1) 
(2) 
(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 


lg2+lg7=1-&+2b, -11) 
我 们 先 将 不 涉及 197 的 式 子 汇集 在 一 起 ， 这 包括 (2), 8), 
(5), (6), (7), (9), (10) 七 个 式 子 ， 


lg3 = 2 — b, (2) 
lg3+I]g5=1+ 3G6-0b+eo, . . (8) 
lg3= 24-Db, . I (5) . 
lg5=¢@+¢6, : - r (6) 
lg2+gl3=1+8@-b-0,. . : (7) 
]g2=1 一 5 一 5 (9) 

L ]g3 = 2G — b, . (10) 

我 们 选 定 (9) 与 (10 作 为 基本 的 ， 即 认定 

kaa | | (9) 

lg3=20-b, (10) 


从 简单 的 运算 可 知 ，(3)，(5)，(6)，(7) 都 与 之 无 矛盾 。 
从 (6)，(10) 得 193+195= 2a2—b+a+oe=3a- b=+e, 
这 与 (3) 式 的 1g3 +1g5=1 +38-b+e 
是 不 相 容 的 ， 因 此 可 知 (3) 式 有 误 . 

现在 再 将 以 上 lg2，ig3 的 表达 式 代 入 (1)，(4)，(1D) 式 中 ， 
这 样 得 到 


lg7 =2@ +b+ce- (2¢—b) = 2b+e, (1) 
lg7 =2— 2a +2b-¢-2(1-a-—c¢)=2b+e, (4) 
lg7 = 2b + 2c, (8) 
Igr =1—84+2b- (1—@—e)=2b +e, (11) 


因此 可 知 lg7 的 表达 式 只 有 两 种 选择 ，25 +c 或 20+2c。 铀 为 取 
25+6 的 式 子 有 三 个 ,而 取 20+26 的 式 子 只 有 一 个 ,而 按 题 要 求 ， 
错误 的 表达 式 只 能 有 两 个 ， 所 以 只 能 取 . 

ig7 = 2b + a, 


总 结 土 述 可 知 ， 车 此 胡 有 两 处 有 误 ， 那 末 一 定 是 lg1.535 


lg7 这 两 个 值 的 表达 式 有 误 ， 应 改正 为 
lg1,5=3¢-b+¢-]1, 
lg7=2b+e, 


OM #WIBEBLGOXSDBDZACDRMNEFE SE R, BR 3 É 


分 别 为 及 和 3， 再 设 OR= a, OS =B. 

往 下 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 

甲 ,E 和 8 分 别 在 圆心 0 的 蜡 倘 ( 见 图 一 )， 
此 时 因 

OR =v- ES=vVi-pB 


再 因 人 ORP 和 和 人 OCSQ 都 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 所 以 
PR =a, QS = p. 


BJEOP= TT +a, PD=Vi-ar -a, 
EQ=vVI-B 8, QF-JTC BU +B, 
因此 所 要 证 的 不 等 式 


CP » EQ+ PD . QF<? 
化 为 (1-a: +a)(/1- B: -B+ Ii-a — a) 
x Z/1- B: +B) <2, 
展开 化 为 1- ot Vi- B: - aB<1, 
亦 即 为 vi-a: 1-8: <1+aB。 
两 边 平方 ， 即 得 等 价 的 不 等 式 

(1-a2) (1— B2)< (1 +aB) 2, 
4, Ja 480<—a 2 + B° + pa B, 
B  O<(a +B), 
因为 a+B>0 
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(1) 


(2) 


Ga +=0， 则 a =0, B=0.M0ZCDs5S EF3SE 8 A ) 所 以 (2) 
式 成 立 ， 故 (1) 式 成 立 ， 
乙 ,R 和 4 分 别 在 圆心 0 的 同 侧 ( 见 图 二 ) 此 时 OR， ES,PR, 
QS 的 用 a，B 的 表达 式 同 甲 中 所 述 . 但 
CP =V/l- ax +a, PD=Vi-a? 一 ay 
EQ= V 1—- B: +B, QF=v -p - B. 
故 (1) 化 为 (wi-a? +a)(V1-B8: +B) + (Vl1- at — G) 
x (/1—B*2 -B)<2, 
展开 后 为 1- at V1- B: +aB<1, 
亦 妈 为 vi-a V1-B: <1- oB, (3) 
因为 ”0 委 a<1， 0<B<1, 
所 以 xab <1, 
亦 即 l1-aB2>0, 
DORF a VI- )2<<K(1—- oB) 2, 
JR EJ (I=ae*2)(1-B2)<1-2aB+a2B2, 
化 简 后 得 0<<(a- B): (4) 
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因为 a% ß, 
(车 a = B, MCDMEFEEA.) MAU 式 成 立 ， 故 (1) 式 成 
x. . 
@ 解 ” 设 库 存 的 4、B、O 三 种 零件 其 个 数 分 别 为 <、b. s。 
据 题 意 ， 即 得 
4G=20+27+29 
f saprai, (1) 
C=7++g, 
其 中 p，9，7 都 是 自然 数 ， 

我 们 用 反 证 法 来 证 明 本 题 的 结论 ， 即 如 果 存 在 一 种 分 配方 
案 ， 生产 甲 、 乙 、 丙 三 种 产品 前 件数 分 别 是 pr, qr, w", R 
Ep, gs y 都 是 非 负 整数 ,) 使 得 三 种 零件 4、B、C 都 怡 好 用 
完 ， 那 么 ， 我 们 据 此 假设 可 得 

a=2p +2, 
f b=2p’ +q, (2) 
e=”! +q', 
联 立 (1) 式 与 (2) 式 ， 再 设 
Ap=p-pP', Ag=g-g, Ar=r-r, 
Ap +år=-] 
和 可 得 | 2Ap+Ag =-1, (8) 
Ag+Ar=0, 
这 是 一 个 关于 Ap，A9，Ar 的 三 元 一 次 联 立 方程 ， 再 因 系数 行 
列 式 
101 
2 l n |=112=350, 
0 1 1l 
所 以 可 从 (3) 式 中 解 出 Ap，A9g，Ar， 亦 即 
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i~ 101 
AD= - 11 0 


J eron- 
011 
l-11 | 
Ar = aal / 3=(=1+2)/3= $, 
001 
10-1 
J eohi 


Ar= 121-1 
01 0 
而 这 是 矛盾 前 ， 因 为 2，9，Y* 与 2 ，9' ，9/ 都 是 整数 ,所 以 A2， 
Ag，Ar 也 都 一 定 要 是 整数 。 但 今 它 们 却 都 是 分 数 ， 所 以 矛盾， 
本 题 证 毕 ， 
图 解 ” 先 设 车， 及 ， 克 2 是 正六 边 形 相 邻 的 三 条 边 ， 
而 且 该 正六 边 形 的 边 长 为 2. 又 设 车 台球 从 边 UV 上 的 S 点 发 出 
( 见 图 一 )， 碰 到 边 YW 上 的 T 了 点， 再 反射 出 来 到 达 边 WWZ 上 的 芋 
Fe FHE 
SV =, TW =, 
ASF =a, XTW =B, 
现在 要 问 的 是 ; 者 已 知 % 与 o， 求 9 与 hp。 这 是 一 个 基本 的 关系 
式 , 本 题 往 下 要 反复 用 这 个 关系 式 , 所 以 先 在 这 里 将 它 提 出 来 。 
因为 ST 与 Tw 是 射线 与 反射 线 ， 而 在 了 点 外 边 V 邢 的 法 线 即 为 
过 了 点 的 边 VW 的 垂直 线 TY.， 
根据 入 射 角 = 反 射 角 ， 
即 有 ZSTY = Z XTY, 














所 以 LYTS = 
这 样 在 ASVT 中 ， 因 为 ZSVZT=120*， 所 以 由 正弦 定律 得 到 


YT g 
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但 a+B=180°-120°=60°, 


p VT = sima _ 
所 以 1 sim(60°— a) % 


- _ Vm o sima 
因此 y=VW-VT=2 sim(60°- a) r 
P =60°- a, (1) 
本 此 有 | = o. sima 
y=2 simo a T, (2) 


现 设 此 正六 边 形 的 每 边 长 为 2?， 再 设 台 球 从 边 AB 的 中 点 P 
出 发 后 ， 信 次 与 各 边 都 有 碰撞 ， 再 用 w，，%,，，…，%。 OFE 
返点 与 前 向 的 六 边 形 顶 点 之 间 的 距离 ( 见 图 二 )， 再 利用 (1) 式 ， 
可 得 到 在 各 边 上 碰撞 时 入 射线 、 反 射线 与 相应 边 之 间 的 夹 角 ， 
再 利用 (2) 式 和 

PB=1, ZQPB=9, 


、 9. simÜ 
MD s52 sim(60° ~0) ° 


¿ _» Sim(60°— Ü) 

FIA (2) 48 如 > =2 — m v, 

_ o _ sim(60°~0) _ simô 

一 sim0 (2 my) 

sim(60° — Ü) 
sim0 


z =—5 sim0 
再 用 (2) 得 T, =2 sim(60° — Ü) Ta 
L» sim0 _ o sim(60° — 9) 
g sim(60° — Ü) G: ? sitmnb ) 


=4-3 simÜ 
sim(60° — 0) ° 


=3—2 
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这 样 反复 利用 (2》 式 ， 就 可 继续 得 到 2. ən; D 现在 
一 并 把 它们 列 在 下 面 : 





m o sim0 
m = 2 sim(60° — 0) ° (3) 
v=3-2 sim60 0 (4) 
simb 
j simĝ 
s=4-=3 sim(60° — 0) ’ (5) 
-r_4 Sim(60°-0) `., 
=S (6) 
s, =6-5 sim0 
5 sim(60° —0) ° (7) 


—  _ a sim(60° — 0) 
76 simb ° (8) 


这 样 ， 为 了 保证 上 述 从 (3) 式 至 (8) 式 的 诸 mi (1<1<c6) 的 
表达 式 与 图 二 是 一 致 的 ， 这 就 要 求 


0 <g,<2, 1<i<6, (9) 
在 讨论 不 等 式 组 (9) 之 前 ， 我 们 先 要 说 明 
0°<0<60°, (10) 
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这 是 因为 从 图 三 中 可 看 出 ， 为 保证 从 P 点 出 发 的 台球 一 定 与 边 
BC 碰撞 ， 所 以 一 定 要 求 
0° LO<ZCPB=9,, 
但 ZCPB< ZRPB, 
其 中 是 边 0D 的 中 点 。 因 为 PR/ BO, WA 
/RPB=180° — 120° =60°, 
因此 有 9, <60°, 
所 以 0°<0<Ü0,<60°, 
因此 (10) 式 成 立 。 现 在 从 
<D, <2, 0<@,<2, 0<%,<2, 


. sim0 2. simb 4 
可 得 到 ， 0< sim (60° — Ü) <2, z< sim(60° — 0) < 


4 sim0 


-6 
5 ` sim(60° — 9) ~ 5? 


2 4 sim9 
这 就 要 求 max(0， 3 +) < sim (60 ° — 9) 
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< min (2, + $), 


4 simb 6 

BD 5< sim(60° — 9) < aD 
0<@e,<2, 0<s,<2, S S 

可 得 工 < sim (60° ~ Ü) < , 3 < sim(60 一 外 <> 


sim9 4 simÜ0 


5 —_sim(60° — 9) <> 





6 sim0 
sin(60° — 0) . /3 5 7 
这 就 要 求 max( 革 ， ° ,3 "6 5 )< sir <min (Soti). 
即 S< siz. (12) 
6 sing 
因为 0) 式 成 立 ， 所 以 
sin0>0, sin (60° ~ 0) >0, 
因此 与 (12) 式 等 价 的 是 
5 — sin <Ê (13) 


7 sin (60°-— Ü) 5 ° 
这 样 结合 (11) 与 (13)， 可 知 与 不 等 式 组 (9) 等 价 的 是 


6 sinÜ 6 
7 sino D < (14) 


解 不 等 式 (14) 的 左 半 部 份 ， 即 


6 sin0 
CARE TC 0 2 


6(sin60°cosÜ - cos60°sin0)<7sin0, 
3v 3 cos0 ~ 3sin0<7sin0, 


3v 3 cosÜ<10sin0, 
3$ 


因为 sinb6>>0，cosb>0， 所 以 此 即 
23 3V 3 ctgl, areg? 3 3 -0,<0. 





而 和 不等式 COREN, 即 
sinÜ < 6 
sin(60°— 9 
E D 












bam arctg? 3 = 330015" 
d B 8 
Oarctg 3⁄8 27 2720" 
图 四 
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5sin0<<6(sin60"cosb ~ cas60°sin0), 
5sinb6<< 3 3 cosl — 3sin9, 


tg0<< SAEN 
8 
0<0, =arcig s, 
KERE: 0,<0<0,, 


3 
其 中 0, =aretg i5 3 æ dreigt. 196 =~27°27/25” 








3⁄3 
0, = Cretg 8 3 arctg0 .6495 ~ 33°00’ 167 


图 四 中 得 出 了 这 两 种 极端 的 情况 , PrO = 0 和 8=02 的 情况 ， 


北京 市 1981 年 中 学 数学 竞赛 题解 


初 三 年 级 
人 中 解 ” 设 此 自然 数 为 A， 据 题 意 ， 有 
gA asnan a) 
A +44=(2, 
不 失 一 般 性 ， 可 设 B>>0，C>0， 
从 (1) 得 ”0?- B= 89, (2) 
亦 即 (OC~-B)(OC+B)=89. (3) 


注意 89 是 一 个 素数 ， 再 因为 0，B 都 是 整数 , KO- B, C + B 亦 
都 是 整数 。 而 从 ( 2 ) 式 可 得 2>B， 亦 即 

C- B>0, 
又 因 Q+ B>0, Q+ B>0-B, 
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Q+ B = 89, 
tu {o B=. (4) 
Q= 45, 
这 样 从 (4 ) 式 解 得 o, 
所 以 A=45+442=452— 44 =1981, 
@ 解 ” 设 此 正方 形 每 边 之 长 为 248，A0OBE=a。 因为 
人 和 俯 BOE 守 人 ODF,( 见 图 一 ) ,所 以 人 FOD=a， 


本 因 a + BBC =90°, 


所 以 ZPCE+ /PEC =90, 
亦 即 ZCPE=90°, 
所 以 BP = BC » cosa = 2acosa, 


这 样 在 八 4BP 中 已 知 4B=24，4BD=90° -a， 根 据 RRE 
理 可 知 
AP? = AB? + BP? - 2AB. BP.cos(90° — o) 


= 4@? + 4G2cos*a — 8a cosasina, 





. 1 2 
k sina = ——, COSA = — 
再 注意 sina= -和 ,cosx= — 








故 AP? = 4a2 + da? e É gate È 

= 422, 
因此 AP =2a= AB, 

@@ 解 ”注意 
1 -3+wv7_-3+w7_ 4+V7-] 
3- V 7 32-7 2 2 
vV 7-1 
= 1 -~ 。 


2 
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因为 1<v 7 <3, 
所 以 o<“ Lo 


所 以 a=2, b=. 





这 样 at + (1+ 7D=22+ (1+ 了 Ta 1 


=4+(vV7)?-1=10, 
名 解 ” 设 此 三 角形 的 三 个 内 角 分 别 为 x".，PB、Y。 MEH 


a<B<v. 
根据 题 意 有 Y = @% + 24°, 
又 因为 a+B+y=180°, 
所 以 a+B+at+24°=180°, B=156°-20, 


故 (1 ) 化 为 A156° - 2o<a + 24°, 
从 以 上 不 等 式 的 前 半 部 份 ， 可 知 a 委 52“ 而 从 后 半 部 份 ， 可 
知 44 "和 wa， 所 以 wa 的 取 值 范围 只 允许 是 闭 区 间 [44 ,52 "而 相 
应 的 三 个 角 分 别 是 4a，156° 2a，a + 24"。 若 记 m%" 为 此 三 角形 
中 某 两 角 之 和 ， 则 有 三 种 情况 : 

G) n°=a+156°-2a. Æna’ =156°-a, 
其 值 域 是 从 156“ ~ 44° = 112 ° #|J156 ° — 52° = 104 ° , RRE A 区 
BIC104°, 112°). 

(H) w° =a+e+24° WRN = 24° +20, 
其 值 域 是 从 24" +2.44" =112° 到 24" +2.52° = 128"， 亦 即 是 闭 
区 间 C112*，128"。 

(iii) n°=156° -20+a+24” 那 末 wm? =180" a, 
其 值 域 是 从 180° — 44° = 136° 到 180° 52°=128"， 亦 即 是 闭 区 
HC128°, 136°). 
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所 以 综合 以 上 人 Gi, didz, T An 的 了 到 值 
范围 是 
[104°,112°3U[(112°, 128°JUC128°,136°J = (104°, 
136°3, i f i 
@@ 解 ” 先 介绍 一 种 用 代数 文字 表示 十 进 数 的 记 法 。 如 4， 
b, "5 为 0，1，2,…, 9 这 十 个 整数 之 某 一 个 时 ,我 们 用 (ale) ,。 
表示 一 个 十 进 数 ， 即 
(abe) o =a.102+b:10+6。 
注意 (abe) aœ, b,c. 
举例 来 说 ， 若 4 = 2，6 = 5，c =7， 那 末 
(abe) 1o=(2 5 7)10=2x10?+5x10+7=257, 
而 (257) 1 0 2.5.7 = 70, 
现在 我 们 设 那 个 使 两 数 乘积 为 最 大 的 三 位 数 为 (4BO) , 。， 
而 那个 四 位 数 为 (DEFG) o. 
据 题 意  {4, B, C, D, E, F, GQ}=1{3, 4, 5, 6, 7, 8, 


9}, 
究竟 4，…，G 中 那个 为 3 ， 那 个 为 4，… 就 要 靠 我 们 来 分 析 ， 
下 面 分 五 步 来 完成 这 个 分 析 步 又 ， 
D 一 定 有 4>B>O (1) 
D> E> r>G (2) 


这 是 因为 若 ( 1 ) 式 或 (2 ) rH 8 3 — AA SSK R 3, 2 
HRR, #ES FAR 3, HEK—S#8F2>E, 3 末 我 们 观察 
(4BO),, x (DEFG) |, + (ABO), x (DF EG),,, 
首先 因为 ” fF-E>0, 


所 以 (F- E)10°>(F — B)10, 
亦 即 FF.10:+E.10>E.10:+F.10, 
即 (DFEG) > DEFO) , ,, 


88 


所 以 有 (ABO), x (DFEG) , ,> (ABO) 1o 


x (DEFG) a. 
而 这 与 原 假设 要 使 恬 积 为 最 大 这 一 AMPM. 
2 一 定 有 C>G, B>F, A>BE, (3) 


OARE- 33 ASA, FARK, B> 了 不 成 立 ， 
那 末 一 定 有 了 汪 >B。 我 们 再 比较 
(ABC) x (DEFG@) 与 (4FO0),, x (DEBG) ,,. 
注意 CABO), x (DEFG),, = (ABO) |, x (DEBG)., 
+ (ABO) x (F ~ B) x 10, 
(AFO), x (DEBG),,= (ABO) a x (DEBG),, 
+ (F'- B) x10 x (DEFG) i.. 
因为 一 个 四 位 数 总 是 大 于 一 个 三 位 数 ， 所 以 有 
(DEFG) ,o> (ABO) v, 
再 因为 F-B>0, 
所 以 (AFO), x (DEBG) > CABO). x (DEF® 4, 
而 这 又 与 原 假 设 要 使 乘积 为 最 大 这 一 点 相 了 矛盾 。 
这 样 从 以 上 两 步 分析 ， 就 知 2 为 七 个 数 中 最 小 的 一 个 ， 这 
是 因为 从 (1)，(2)，(3) 可 得 
D>E>F>G, 4> B>C>@. 
艺人 所 为 七 个 数 中 最 小 ， 故 G = 3。 往 下 我 们 还 有 : 
3 一 定 有 DS>B, EDC. (4) 
其 证 明 方 法 是 与 (2) 相 类 似 的 。 读 者 可 作为 练习 自行 完成 . 
这 样 我 们 进行 到 这 一 步 ， 综合 利用 (1), (2), (3), 
(4 ) 可 知 
A>B>0O, D>E>O, 
A>B>F, D> E>P, 
WARA 。 {4，B，D， 如 } 中 的 任何 一 数 ,要 比 集 合 (G, F} 
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中 的 任何 一 数 为 大 ， 今 已 知 83 = 3， 因此 可 知 
(C, F}=1{4, 5}. 
再 从 A>B, A>E, D>B, D>E, 
可 知 IB, E}={6, 7}, {4, D} =418, 9}. 
而 要 作出 进一步 的 判断 ， 我 们 有 ， 
D #A>D, HERE E> BRF>O, 2: A<D, WK 
— 8 E< BRIF <CO, 
我 们 硅 其 中 之 一 来 加 之 证 明 ， 如 择 4>D 时 要 证 明 如 >B. 
如 不 是 如 >B， 那 末 有 B> 吾 。 则 我 们 比较 
(ABO), x (DEFG5 SS (AEC) a x (DBFG) ,,. 
因为 CABO), x (DEFO ,, = (4E0) o x (DEFG),, 
+(B- E) x10x (DEFG5 v, 
(AEC) |a x (DBFG5 = (AEC) o x (OE FG) |o 
+ (B- E) x10:x (AEC) 0, 
注意 10? x (AEC) , o = CAEC00..), 
10 x (DEFO) = (DEFGO) o 
而 在 4> 忆 时 ， 一 定 有 
(AEC00), o > (40000), oC(CD+1)0000) 0 
> (DEFG0) v, 
所 以 (AECO00) > (DEFG0) ,. 
BAAB- E>0, W 
(AEO) | x (DBFG) ,o> (ABO) , a x (DEFQ) io. 
而 这 与 原 假设 要 使 乘积 为 最 大 这 一 点 相 秘 盾 。 
到 此 为 止 ， 我 们 只 有 两 种 可 能 了 ， 那 就 是 
A=9, D=8; 
此 时 E=7, B=6, F=5, C=4, 
另 一 种 可 能 是 A=8, D=9, 
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此 时 B=7, E=6, C=5, F=4. 
所 以 一 种 组 合 是 964x8753 = 8437892, 
而 另 一 种 组 合 是 875x9643= 8437629。 
故我 们 了 到 前 者 ， 即 
使 得 来 积 为 最 大 的 分 组 排列 应 是 ”964X8753。 
@ 解 ” 设 入 的 标准 因子 分 解 式 为 
N= PY PzP", 
其 中 P ,<P,<-..<P, 
为 素数 ， 而 Qj 是 自然 数 ，1<<i<b。 
这 样 入 的 每 一 个 正 约 数 必 定 是 呈 以 下 形式 ， 
P81 P82...PB*, 


其 中 B rak, W B0<B,<o;, 1<;<5, 
但 Bi=B,=:…B:=0 
和 Bi =o,, B,=a,, o Bi=as 


这 两 种 情况 要 除外 。 因 此 六 的 所 有 正 约 数 的 个 数 为 
(1+a,)(1+G@,) (+ Ga.) — 2, 


由 题 意 知 这 一 数 为 奇数 ， 所 以 (+a) +a, (lta) 
奇数 。 这 样 它 的 每 一 个 因子 1+ al，1+as，… 工 + Cl 
是 奇数 ， 因 为 其 中 若 有 一 为 偶数 ， 那 么 它们 前 乘积 亦 一 定 为 偶 
数 ， 而 这 样 就 与 题 意 相 矛 盾 。 因 此 ai，a，，…，aa 都 为 侦 数 ， 


即 G =2Y "` Op = 2Ye 
这 样 N= Ps1iPs?...Pe* = PZUP .. P2Y“ 
= (PY1PY?2...Pr*)?, 
故人 是 一 个 完全 平方 数 ， 
高 一 年 级 
OR aHa, WE 


都 一 定 
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logay< 0, 
应 有 y>l. 
今 因 @ =0,01<1, 


log = -3 Š >1, 


亦 即 se | (1) 


而 (1 ) 式 等 价 于 
人 或 {27350 
s- 8<6(T- 3), 2-8<6(%-3), 
Tü WL 2 EK 3 AS S83582R L 83 
{727 亦 即 无 解 
2>s, 
后 者 之 联 立 不 等 式 组 其 解 为 
gS 亦 即 2<s<3, 
T2, | 
所 以 原 不 等 式 的 解 是 ，2<z<<3。 
OR ”注意 三 角 人 恒等式 
sin® + cosG= v 2 sin(G+ 45°) 。 f 
所 以 原 式 (sin4+cosA) (sinB +cosB) =2 





可 化 为 sin(A+45°)sin(B+45°) =1, | (1) 
亦 即 lsinCA+ 45°)| lsin(B+45°)| =1, (2) 
因 对 任何 2， [sino <1, 

所 以 现在 与 (2 ) 式 等 价 的 有 


lsinCd+ 45°)| = 1, 
I [Isin CB+ 45°)| = 1, 
亦 即 { 45°) = 十 1， 
sin(B+45°% = 1. 
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但 考虑 到 (1 )， 故 只 能 是 
人 全 
sin(B+45°) = 1, 
或 人 人 _ 1, 
: sin(B+45°) = 一 1， 
故 知  A=B=45° +hk.360°3& A= B=135° +k» 360°, 
Hp ; EEA., BESA. p. CA= fi6 B= NN J8, Br bD w 8 
A= B=45°, C =90° 
OM ” 设 十 个 等 圆 的 半径 为 2。 我们 第 一 步 是 先 求 出 下 列 
图 一 、 图 二 和 图 三 中 分 别 划 有 斜 线 部 份 的 面积 8 、8a: 和,. 








2) St= tri 3r.2-n eL 


svar - = =(v s - >)", 
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3) S= rnr? a 


网 原 等 边 三 角形 的 边 长 为 了， 故我 们 可 通过 图 四 中 的 面积 
关系 而 得 到 " 与 ! 的 关系 ， 
Bp 


7 
> 。 = 10.0 +9S, +38, +9S,, 


VF : 
JR — =nr?(10-4,5- 1—4,5) 
+ (9 3 +3w 3 + 18)7’, 


l: 2-3 
2 = 
故 ”TV 了 54 . 


因此 ， 十 个 等 圆 的 面积 之 和 = 0zr2 -Ea 


0.350712。 
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DWE BOH AEO, EOM BM. CE, ( 见 图 一 ) 。 
我 们 先 证 明 一 BWH4=67.5"。 这 是 因为 四 边 形 4B3OM 中， 
ZOBA= /MAB=67,5°, ZOMA=90, 
因此 LBOM = 135°, 





图 — 
而 因为 人 BOM 是 等 大 三 角形 ， 故 OMB = 22.5°， 
因此 ZXZBMA=90° —22,5° =67.5°, 
X, ABMAHRh, BZ BMA=-67.5° = ZBAM, BDLABMA 
# SB = fs. BIkasikpO-CO=a, WA 
BM =2.ccos22.5"， 
AM =2- BMcos67,5° = 4acos22,5°cos67,5 
= 4acos22,5°sin22,5, 
2 
2 
再 注意 仿 B8C 是 直角 三 角形 ， 因 此 
BE = 2a + cos67.5° 
再 因为 4 凡是 从 图 0 外 一 点 到 该 圆 的 切线 ，4B 是 制 线 ， 





= 20sin45° = 2@% e =. 2a。 


所 以 AB. AB= AM:. 

所 以 若 设 AB =% 

WK (2ccos67.5" +8) = (VD a)%, 

Rp z: + 2acos67,5°@-— 20? = 0, . (1) 


注意 cos67,5° = sin22,5° = | 2 e045 = > 
= 2-2 
2 


e1) 22+w2-wv aw- 2at = 0, 





- 2 =v Zit (2-—< 2) + 8a2 
t= — 7 U 77 a 
2 





-V2-vV2+V10-V2, 
2 . 
NION 27N- 
Hz>0# @=——ar, 
23. Zo 4 
` BE _ —— 2 
所 以 VI 








2⁄2 -2 
“10-52-22-99 ' 
2⁄2 -vV 2 /10-V 2 +V 2 — V 2) 
一 I0- 2 一 (2 一 7 了) 








sV VS 2 +V ya) 
= 2 122 t2- 3) 


=+ CZ GV 2 yr + 2- 2) = 2, 
所 以 BE:AB= 1 :9 


@ 解 ” 设 此 矩形 水 池 的 长 为 2 尺 ， 宽 为 9 尺 。 HR, PE 
46: 


意 ，2、% 一 定 都 是 自然 数 。 而 造价 为 272+ 35%， 
水 池 面 积 为 ” SS = wy, 
这 样 ， 本 题 可 归结 为 旭 下 的 数学 模型 

在 约束 条 件 ，w、2Y 都 是 自然 数 ， 

275 + 35Y<1000 (1) 

之 下 ， 求 函数 =zy 的 最 大 值 

我 们 用 两 种 方法 来 解 本 题 。 

解法 一 ”从 约束 条 件 ( 1 ) 得 到 

z< 1000 — 35y 
27 


AREH, `4 LE g HJ, % 所 能 取得 的 最 大 值 为 整数 
( 1000 — 357 ) 5 注 ] 
27 ， 


因此 ， 当 4 为 自然 数 且 因 定时， 函数 $S = wy 的 最 大 值 为 


fa =A) (2) 


所 以 ， 在 数学 模型 | 之 下 ，& = 吗 的 最 大 值 即 为 ( 2 ) Arif GD 


的 最 大 值 。 注 意 除 4 是 自然 数 外 ， 还 须 保证 [一 >】 亦 


是 一 自然 数 ， 所 以 这 要 求 
1000 — 35y 
27 ,. 


á 


1x 


973 


亦 即 7 < = 





= 27. 8, 


C 注 J[y] 表 示 实 数 z 所 包含 的 最 大 整数 ， 如 C1] .77 区 【4]= 人 【= 8.63= wd. 
4y 


即 要 求 — 1<u<27. (3) 
所 以 现在 只 要 求 出 27 个 函数 值 

FL), f(2), =" f (26), JED 
中 最 大 的 一 个 就 行 了 。 这 当然 可 以 将 这 些 阴 数值 逐 一 算 出 后 
( 见 表 一 的 第 三 列 ) ,再 求 其 最 大 值 。 但 我 们 可 以 减少 计算 量 ， 
那 就 是 分 析 一 下 在 2 的 哪些 范围 内 ，f (Y) 是 单调 的 。 为 此 ， 我 
们 计算 | 

AG) =f O+) -fV 

1000 -35y +1 1000 — 35 
=s grp (OYEN ) (00357. 


=[ 265 35 J _ s1( 1000 3 ) 
-{ 265- 388 }. (4) 
为 使 £ a>, 
这 就 要 求 ( 265- 35y J> 1000- =a). ( 965 35y 下 


N 1000-354 __ 965-35% _ 35 _ ruse 
注意 77 57 57 1.296 > 





所 以 总 有 1<[ 人 2 (5) 
这 样 ， 在 3 为 自然 数 时 ， 
y 1( nue- 357 )- [ i }<2. 
BL WRA EE), (6) 
那么 便 有 和 人 (3 ) >>0. 而 (6) 式 即 为 
& 


Í 


























99z | 61 . zsz 8T WI 
: 822 Iz 092 oz © €I 
79z zz zoe IZ ZI 
esz ez 272 zz 1T 
osz sz OPV? vz or 
pez 92 ozz sz 6 
912 1z 807 92 8 
96T | 82 68T 42 L 
08T 08 YLI 6z 9 
esT 18 09gr of ° 
921 £ fg Te y 
zot ve 66 88 £ 
02 oe 29 ve ç 
ge | 98 s£ 98 I 
£S ao k= ob ( 《9S8 T) ( SẸ T } OF ( 498 oo ) | ' 








































8z T € 85 
Ig 8 Po rÀ IYA 
POT F 82 £ ' 93 
S¿I 9 001 y Sz 
PpT 9 0ZT 9 Pe 
Pel 8 tr9l A 8Z 
961 6 921 8 ZZ 
orz ot 691 6 Iz 
orz gI ozz IT 0z 
LP €I 822 el eT 
ese PT ?8C €I 8T 
TLG 91 Ssg ST ZT 
CLZ 2 995 i 91 
025 8T EETA LT SI 
Lge n ¥ = (06 ( 《9 = ) ( 《98 on k = OF ( 《98 or ) £ 
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( 965 ~ 35y _ 2y}>0, | 


27 
即 965— 359 ~ 54y~>1, 

27- 
亦 即 y <25 = 38 = 10, s29 teese . 
iR 1<&Yy<10 
时 A (9) > 0. MAEA (u) <0， 


这 就 要 求人 905 359 J <y c= 352) - ( 9655350), 
利用 不 等 式 .( 5 ) 中 左边 那个 不 等 式 ， 我 们 得 到 当 9 是 自然 数 
时 ` 
u < (2 359 -( 965—359 }. x 
maA [255 _357]<y, o D 
那么 便 有 A M 之 0. 而 (7) 式 即 为 

(265—359 e 

27 


965 — 35g ~ 277 
亦 即 9 > = 15. 564.7, 
BR + F 


时 An) <0， 这 样 由 上 面 的 讨论 可 知 ， fa 9 EQ, 103188 
BDI 是 单调 增加 而 当 ? 是 之 16 的 自然 数 时 ， sss 
， 记 以 
$F 


8 的 最 大 值 = maxíf G) Y 
1< Y <27 

=max{f (11), fC12), f(13), fA), f(15), 
fas} 

=max{242, 252, 260, 252, 255, 256ł=260, 


而 这 是 在 y= 13, s= (955) = [20.185…]= 20 


时 取得 的 。 这 就 是 说 建造 水 池 的 方案 是 ， 长 20 尺 ， 宽 13 尺 ， 水 
池 面 积 为 260 尺 *。 而 建造 党 用 为 (27X20+35X13) =995 元 。 

图 一 绘 出 了 在 my 上 坐标 系 内 ， 在 约束 条 件 ( 1 ) 之 下 最 靠近 边 
界 的 27 个 点 子 。 





图 一 
解法 二 我 们 从 约束 ( 1 ) 得 到 
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1000222 (272 + 35%) ° 
= (270) 2 + (354)? + 2, 27% » 357 : 
4.270 + 35% = 4 » 27 + 35% 


- 10002 

; S=2y 255 一 ... 
所 以 YS 264.550, 
因为 S 一 定 是 自然 数 ， 所 以 

S<264, (8) 

从 (1) 可 得 278<1000, 35%—<—1000 
Bp o< 1000 n =37.037--., y< = 28.571., 
JRBp s37, 1< 28. (9) 


S =264=2*。3。11， 屠 末 共 有 以 下 7 种 两 因子 分 析 法 ， 
264=2x132, 3x88, 11x24, 4x66, 
6x 44, 22x12, 33x8, 
据 (9)， 知 道 只 有 如 下 可 能 ， 
(@ y) = (ll, 24), (24, 11), (22, 12), (12,22), 
(33, 8 )。 在 每 种 情况 下 计算 27% + 359 之 值 : 
(11, 24), 27 + 11+35 + 24= 1137, 
(24, 11), 27 + 24 +35 + 11=1033, 
(22, 12), 27 + 22+35 - 12=1014, 
(12, 22), 27 + 12+35 + 22 = 1094, 
(33, 8), 27* 33+35*• 8 =1171。 
因为 其 27%+ 35% 之 值 均 大 于 1000， 故 无 一 满足 约束 (1)， 所 以 
S = 264 不 可 能 ， 
FS = 263， 因 为 263 是 一 素数 ， 所 以 其 两 因子 分 析 只 可 能 
是 1x263， 据 ( 9) 可知 8 =263 不 可 能 。 
S =262=2x131， 因 为 131 是 素数 ,所 以 只 有 这 一 种 两 因 
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子 分 析 法 ， 所 以 据 ( 9 ) 可 知 8 = 262 亦 不 可 能 。 
FS =261 =3:2，29， 它 只 有 了 两 种 两 因子 分 析 法 ， 
261=3x87, 9x 29, 
据 (9)， 知 道具 有 如 下 可 能 ， 
(E, y) = (29，9) 。 
但 其 27% + 35% = 27 ° 29 + 35 * 9 =1098, 
所 以 S = 261 亦 不 可 能 。 
FS = 260 =2:，。5。13， 它 共有 以 下 五 种 两 因子 分 析 法 ， 
260=2x130, 5x52, 13x20, 4x65, 10x26, 
据 ( 9)， 知 道具 有 如 下 可 能 ， 
(m, y) = (13,20), (20, 13), (10, 26), (26, 10), 
在 每 种 情况 下 计算 27%+ 354 之 值 ， 
(13, 20), 27 * 13+ 35 *20=1057, 
(20, 13): 27 + 20 +35 + 13 =995， 
(10, 26): 27 + 10 + 335 + 26 = 1180, 
(26, 10), 27 > 26 +35 + 10 = 1052, 
BB HIH (2, 1) = (20，13) 时 是 满足 约束 ( 1 OW. HER 
们 得 到 从 解法 一 中 所 得 到 的 相同 结论 . | 
@ 解 ”我 们 先 证 明 下 面 的 二 个 命题 ， 
命题 甲 从 一 贺 的 圆心 0 出 发 作 四 条 射线 ， 这 四 条 射线 中 
每 相 邻 两 条 之 间 的 夹 角 分 别 为 a)， Qs,，Qs，Q04, 那 未 存在 相互 
垂直 的 两 条 直径 ， 使 每 个 象限 之 内 有 而 目 只 有 一 条 射线 的 充 要 
条 件 是 ， 


i 


wo 
~ — ~1 


N 
~I 


O0<a<m, (W) (D ` 
i=l, 2, 3, 4 


| — <a, + ü, + 1, 
(2) . 
Ch) 此 处 a; 即 为 1。 
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证 明 ”我 们 从 图 一 中 可 以 看 出 ， 这 种 相互 垂 间 的 直径 存在 
的 充 要 条 件 是 存在 一 个 B( 这 里 B 是 w* 角 的 一 一 边 写 直径 之 一 的 一 
侧 所 夹 的 角 )， 使 

L. .<8<cs,, 


|#<e+a <a, (3) 

[=< +a, 一 < | 
而 与 ( 3 ) 式 等 价 的 是 

0<B<a:， 

Bao, | (4) 


ata, - x<B<a,+ o, - =. 
而 (4) 式 是 一 个 不 等 式 组 。 此 不 等 式 组 存在 解 B 的 充 要 条 件 是 


maz({ 0, 7 ts ou +a- m) <min( o, N- Agy 


a + 6, = >). (5) 


而 (5 ) 式 是 等 价 于 这 样 一 系列 不 等 式 ; 
0<a:， e <, Qs < m, 


T z 
T< +a, —<o, +o, | (6) 


x<, +G, + Q, <2x, 
再 注意 ai +as +a, +0, = 2T， 
所 以 和 (6 ) 式 等 价 地 有 
O<La:, OLA ULT, ALT, ALT 


x x 
|< + Gs > < 十 Xi。 
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再 注意 ， 如 果 我 们 将 fB 角 记 为 as 
角 的 一 边 与 直径 之 一 的 一 侧 的 夹 
角 ， 重 复 以 上 的 讨论 ， 等 等 ， 那 
末 我 们 就 得 到 了 ( OMD. E 
题 证 毕 。 

命题 乙 ” 若 一 等 腰 三 角形 的 
MARKTE, IE hE LE 
一 点 至 另 一 大 上 任 一 点 所 联结 的 图 
线段 之 长 一 定 不 比 球 的 长 度 大 。 

证 明 者 图 二 中 的 人 PQR 有 PQ = PR， 而 人 P<60"。 那 末 
#P'Q'>DPQ= PR, BREA R >P, Q'R'>PR, 
这 样 人 APQ’'R' 中 Q'R’ 是 最 大 边 ,故人 P 是 最 大 角 , 但 人 P<60°， 
故 LPQ’'R’'<60°, ZPR'Q'<60°, 

所 以 180° = ZP+ ZPQ'R' + ZPR?Q'<60° + 60° +60° 
=180°, 
因此 有 了 矛盾。 所 以 严 "@7 ALAM KEE K. EMAER. 


P 
FE 
Q’ 
Q R 
图 二 图 三 ` 


现在 如 果 圆 内 四 点 每 两 点 之 问 的 距离 都 大 于 圆 的 半径 ， 那 
末 这 四 点 中 的 任 一 点 都 不 会 在 圆心 上 。 这 样 从 圆心 到 这 四 点 一 
定 可 以 作出 四 条 确定 的 射线 ， 从 而 得 到 四 个 圆心 角 a, as 
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0s、Q04. ( 见 图 三 ,) 3 H Bi Z n HL, 4853322 k 
角 一 定 大 于 60°. 所 以 I 
0<60°<qa,, 
90"<120° =60° +60° <a, + G,, 
再 因为 180°=60° +60° +60° <a, ta, +0, 
故 180°<360° 一 ol， 


x 
因此 OLA LTs y S +G 


进行 类 似 的 讨论 后 ， 即 可 知 w，au*，as ,04 是 满足 命题 甲 中 的 
要 求 ， 因 此 存在 互相 垂直 的 直径 ,使 每 一 象限 内 上 只 有 一 条 射线 ， 
这 样 也 就 在 每 一 象限 内 只 有 一 点 。 

@ 解 ”我 们 用 反 证 法 证 之 。 若 /2z) =a + bw+c 能 分 解 成 
两 个 整 系数 一 次 式 的 乘积 ， 即 

f (e) = am2 + bz + css (as + B) (yz + Š) , (1) 

其 中 oa，B，Y，5 是 整数 ， 而 且 aX0，Y 关 0。， 并 注意 到 E 
两 个 整数 4、B 之 积 是 -个 素数 ， 那 末 一 定 是 下 列 四 种 情况 之 


WAE. A=], B= 33%, 

情况 乙 。 4= - 1, B= -素数 。 

情况 再， 4= 素数 ，B=1. 

情况 丁 。 4= 一 素数 ， 了 = -1 
也 就 是 4=1，4= -1, B= 1, B= -1 
这 四 种 情况 必 有 -- 发 生 。 今 对 和 =1，2，3，4，5，ax+B 与 
yz+8 都 是 整数 ， 而 因为 1f (1), F2), F3), T, fO) 
都 是 素数 ， 所 以 在 表 -- 中 ， 对 每 -… 行 (横向 ) 来 说 , 必 有 一 发 生 ， 
而 现在 因为 自 变量 有 五 种 情况 ， 所 以 必定 有 一 列 ( 竖 向 ?对 两 个 
自 变 量 值 都 成 立 。 举 例 来 说 ， 若 
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i ax+PB= -1 





YXxX+$=1 

















= | 
e a 
x= À | o | 
| S 
MA Aa (2) 
azs’ +B =1, : 


其 中 IKT, @'<5, MESAI 

从 (2) 式 得 am-2) =0， 

H s-s 0, 

故 a=0, 

而 这 与 原 假设 (1 ) 相 矛盾 。 所 以 无 论 在 那 一 列 上 若 发 生 了 对 两 
个 自 变量 都 成 立 的 情况 ， 那 末 都 会 得 到 与 (1 ) 中 假设 相 甩 盾 的 
结论 。 因 此 原 假 设 不 成 立 。 本 题 证 毕 。 


上 海 市 1981 年 中 学 数学 竞赛 题解 
mM * 


@ 解 ”因为 在 对 数 
togaB 


的 定义 中 ， 要 求 4>0， 和 4z1， 所 以 本 题 中 要 求 
z>0, ms 1, i 
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_ lg5 _ lg9 _ lz8 
再 因为 log,5 lgs , log ,:9 lgx? gz , 
sg- 188 _ lg2 
logx:8 = ks Tea 
而 lg5<lg6=lg2+1lg3， 
所 以 在 >l, BI lgz>0 
时 我 们 有 


lg5 — lg2 lg3 
lgs ~ igs go? 








Erit, fe) <98); 

而 在 0<z<1， 即 lg%<<0 
l a lg5 lg2 Ig3 

时 我 人 有 Eo HE 


所 以 在 0<z<<1 时 
fe) >g (5) 。 
回 解 ” 设 4B 边 上 的 高 为 CD， 这 样 CD = hh, 再 因为 人 <C 是 鲁 
角 ， 所 以 高 CD 一 定 落 在 AABC 之 内 ， 亦 即 了 点 在 线段 AB IN, 
( 见 图 一 )， 再 设 人 ACD =a, ZBCD=ßB, 这样 


0<a<3, 0<B<T, (1) 
HAEA —<a+B<. (2) 
现 要 证 AD +DB>2h, (3) 


因为 AD = Mga, BD = htgB, 
故 (3) 等 价 为 h(tga+ tgB) >h, 


亦 即 tga +tgĝ>2. (4) 
> _ _ tge + tgB 

t + 三 一 一 ”一 一 全 
注意 tg(a+B) I- tgatgb , (5) 


今 因 a +B 是 钝 角 ， 故 知 tg(o+B)<0。 
但 由 (1) 知 ” tga>>0,，tgB>0， 
所 以 tga + tgB>0, 
从 (5) 可 知 1-tgatgB<0, 
但 1-tgatgB=0 
是 不 可 能 成 立 的 ， 那 是 因为 著 成 立 ， EK 


iga = ctgB = tg(— B). 


由 条 件 (1) 知 ， 从 上 式 可 得 


n 
%= B, 


亦 即 a+B => 


而 这 与 人 CC 是 钝 角 相 了 矛盾。 所 以 如 今 
1~tgatgB<0, 

AR Bp tgatgp>1, 

因 tga>0, 


1 
tg 有 全 
故 gB a 





= CtgQy 


因此 tga + tgB>tgo totga = tga+ Taa >? 
这 是 因为 对 任何 G>, 
G+ 序 - (VE) + (ZE) > G Z€ =2 


因此 tga + tgB>2, 
亦 即 (4 ) 式 成 立 ， 故 (3) 式 成 立 。 
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OR HPD IFJYKABCDWE, WE Q, PQ = 
因为 是 -- 正 四 棱锥 ， 所 以 @ 点 一 定 是 正方 形 4Bo 刀 的 中 心 .再 在 
侧面 4B 和 PBO 中 ， 由 点 分 别名 4B 和 BC ER, REEI 
为 R、S。 再 由 R 点 在 人 PRB 内 向 PB 边 作 高 ， 设 其 季 足 为 W 
为 两 个 直角 三 角形 PRB 和 PSB 是 恒 等 的 ， 所 以 由 S 点 在 人 PSB 
内 向 PB 边 作 高 ,其 垂 足 亦 必定 是 吾 点 。( 见 图 一 ) 。 因 为 棱 上 呈 K 
垂直 及 也 ， 亦 尉 直 8 五 ， 所 以 一 RN 一 定 是 两 侧面 间 的 灾 角 B. 
再 因为 人 R 克 是 -一 个 等 采信 ( 民 瑟 = 人 五)， 所 以 由 余弦 定理 可 知 

2RE? - RS? (1) 
2RE: 

今 联 结 QB、69S3。 因 为 及、8 分 别 是 4 了 3 和 BO 的 中 点 ， 所 以 QR_. 

AB, QS 上 BC。 所 以 四 边 形 gRBS 是 一 个 正方 形 ， 其 每 边 长 为 

a 


也 ，( 设 正方 形 4BCOD 每 边 长 为 %。 所 以 


cosB = 


G 
RO= 7> 


wle 





_ 7 a = —— = l 
PR= M+ (5) » COSQ= N h: + (4): . 


因为 A 人 PRB 是 直角 三 角形 ，RE 是 斜 边 上 的 高 ， 所 以 ( 见 图 二 ， 
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RE.PB= PR.RB, 
































_ PR.RB 
即 RE =- pa 
RB= 2, 
因 2 f 
PB= / PR: 4 RB: 
= + (S) +( +( ) = /+ 
Vis syi z aJt + (5) 二 
所 以 RE= 一 - = 一 
JHE Doc 
2 
— —a a 
而 RS v 2 RQ = 2 >" 
L ° 2 
2 (s 
n “ + J -( a 
I NCEA vV? 
> ' 
由 ( 1) 可知 cosB = - _ i 
NERESI 
o Jys 8? 
2 fh + 
a 2 
(z) 
= a — cos°o, 
h? 2 
+ (>) 
EI,  cosB = — cosa 
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所 以 


因此 











R E 
B` 
图 一 图 二 
: _ j(j+1) 
OM 因为 2 k= 
Zo 2 < L2 70+D _ < ，， 
之 (于 之 ) 产 J 2 之 
O S. _ @m +1) (m + 2) _ mm, + 3) 
> j= 
T 2 2 
四 
SISE) 
m=1 =1 x=1 
og m(m+3) _ 1 — 2, 3 ~ 
-St > m 
m=1 m=1 m=1 
„1 nmntrD(2n+D ,3 amti) 
2 í 2 2 


sn (+ 2n+l1,. = nt D ,2 (十 5) 
4 3 4 3 
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_n(n+ D @ + 5) 
6 kd 


由 题 意 ， 我 们 得 到 关于 nm 的 代数 方程 


n+l) (m + 5) = 273 


fD9 
6 
Ep nint 1) (m+ 5) =1650, 
亦 即 (mn—10) m: +16n+165) = 0, 


因为 m2+16 +165 = 0 
的 判别 式 162-4.165= -404<0， 
所 以 方程 n? +16n+165=0 
无 实 根 ， 因 此 一 定 有 n=10. 
OW _ ”因为 当 ” 为 偶数 时 
(1 +) "= (i CEE G jat a (n Jar, 
G= r) =] CRF) t(D" 
也 以 CFM) g-m” 


= (De), ) 
在 上 式 中 令 #= 1!， 即 得 到 


A(G) tG) 


mi n) 








N n 
JR n-i 一 -. + —— 
JR Bp 2 lG 151 IET ml miir? 
97-1 1 1 1 
Z = + +e + ——e— — 
因此 AI 11m- 1) 3f (n-3)! (m—1)!1! 


@@ 解 ”我 们 要 利用 抛物 线 的 下 列 性 质 ; 
G) 抛物 线 上 任 一 点 到 焦点 〔 它 位 于 对 称 轴 上 ) 的 距 高 等 
试点 到 准 线 的 距离 
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G) WD, 过 抛物 线 上 任 一 点 P 到 其 准 线 作 
本 线 ， 设 委 足 是 D。 再 设 有 向 线段 DP 方向 的 射线 是 PD' .那么 
LFPD' 的 角 平分 线 一 定 是 过 P 点 的 法 线 。 
今 设 所 求 抛物 线 与 直线 2y+ 3 = 0， 即 9= - L, HNA 
P、 因 为 切 点 一 定 在 切线 上 ， 所 以 P 点 的 坐标 是 
(so -5) 
2 


仿 求 56 的 值 ， 从 P AES as- 2-5 = 0 WER, JE O R E 

D， 注 意 直 线 25+9y- 1= (与 直线 5- 20 - 5= 0 是 垂直 的 ， 所 以 
> DP / 直线 2% +y-1=0， 

Ë 也 方向 的 射线 是 PD'， 过 P 点 作 直 线 = - TER R PE 


( 见 图 一 ) ,再 作 人 BPF = AEPD', 又 设 P8 与 直线 22+y~1=0 
的 交点 就 是 了 。 由 前 述 的 (让 知 ， 玉 点 一 定 是 此 抛物 线 的 焦点 ， 
X. G) 知 

PD= PF. a) 
注意 直线 DD' 的 斜率 就 是 直线 22+4- 1=0 的 斜率 , 亦 即 是 - 2, 
所 以 直线 PE 的 斜率 是 2 。 这 样 过 P 点 的 直线 PZ 的 方程 为 


(y+) =2(0 -00). 


因此 了 点 的 坐标 就 是 下 列 方 程 组 的 解 ， 


ges 


2m@+%-—1=0 
p=z2,% 
8 2? 
而 其 解 为 | 1 (2) 
Ye ` 
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而 从 点 了 到 直线 2 - 2y- 5=1(0 的 距离 为 
: 3 
2) -5) -让 
| 5 V 5 ° 
所 以 从 (1) 式 得 到 关于 wo 的 方程 ; 
` lo, -al 

We- 于- 于) +(- T+ T+ 65) 621 
经 整理 后 得 到 

repte- Da 





» 


5 


JK BI T, -Ë = ls -2l (3) 


+” 
而 方程 ( 3 ) 有 两 个 解 ， 其 一 是 


5 5 
zeg) 
S 

亦 即 是 so = 二， 


F — ZË (a, -Ž)=2-7, 


Se, 焦点 为 F,。 那 末 由 (2) 


RAF d, - 1); 而 对 应 于 5。= 元 的 切线 上 的 点 记 为 P。， 焦 点 
WFE WERA AA 

ni 9 12 

F(p 7). 
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(WES. BAP, 、 忆 ,分 别 向 准 线 作 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 也 ,和 
D, 由 图 二 上 看 到 , LD,P, 了 ,的 角 平 分 线 才 是 拖 物 线 的 法 线 ， 
而 人 D,P,F, 的 角 平 分 线 却 是 切线 ! 所 以 P, 点 不 合 要 求 。 所 以 
我 们 所 求 的 抛物 线 其 焦点 是 了 了 , (1，- 1), 准 线 是 rz- 29- 5= 0， 
因此 其 方程 为 


V-D? y+ = La 


“5 
亦 即 为 (@- 12? + (Q+ 1) ° = 到 人- 2-5), 


EEJ 40? +4my+y* -10y-15=0 
亦 为 (2% + Yy)? = 10% + 15, 
因此 该 抛物 线 的 焦点 到 准 线 的 距离 

P 11-2(=-1) -5 2 


v 5 V 5 





而 顶点 坐标 为 (二 ，- 二). 
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(3z 十 站 一 103 十 15 





2z+g-1=0 








图 二 

OR TĚ 

a Bp YI 

Y a B =at+ B° +y 3aBy 

B Y o 

=(a+ßB+y) 
- (a? +B? +y? aB- By- ay), 
再 由 根 与 系数 的 关系 可 得 


a+B+ = -sing, 

aB + BY + ya = sin20, 

aBy = - sin30。 
因此 由 题 意 
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a B Y 

Y a B|>0 

B Ya 
可 得 ( —sinÜ)t( — sinÜ)2 ~ 3sin20)>0, 
因此 sin20(— sin + 66030) >0, 
上 式 等 价 于 sinbz0 与 -—sin9+6cosÜ>0, 


亦 即 为 sin)#%0 与 v37sin(0+q)>0, 


其 中 ` p =arccos( Fas) ~99°27’54’, 
所 以 8 的 范围 是 

- p +k-360° <0<k-360° 
或 b+:360° <0<180° - p + Ë-360°, A < 
其 中 4 是 任意 整数 ， 或 者 近似 地 有 oan 

-99°27 45" +k- 360°<0 <k 360° 
或 k.360° <0<80°327157 + k+.360°, 
( 见 图 一 )，。 图 一 

DR RIRH 
argz, =a = 0, (1) 


这 是 因为 如 果 (1) 式 不 威 立 ， 那 么 我 们 置 
z =g; S, j=]1,2,3, 

则 仍 有 ia’ ]|=1, lza | =k, |z; |=2-k, 
2l 二 za +z, ' = 0 

W 8-YyY=argzs 一 argzs = (argz, — @) — (argzs — a) 
=argzZ' ,-argz,, 

但 


argz' 1 = 0, 
再 从 Z +2; +2, = 0 
可 知 ( 见 图 一 )，z;，z。，zs 构 成 一 个 封闭 三 角形 ， 所 以 |z11， 
09: 


Izh [2 | 是 一 个 三 角形 的 三 条 边 ， 所 以 有 
|k- (2-b) | <1<k+ (2-k), 


即 <<. (2) 
从 Zi +z, +Z, = 0 
中 分 离 实 部 和 虚 部 ， 我 们 便 得 到 
(1+kcosB + (2- k)cosy = 0, (3) 
lpsinB+ (2-k)siny =0. (4) 
从 (4) 得 到 ksin? B= 2- h) ?sin? y, 
Rp k? (1 - cos? f) = (2- k)? (1 -cos? Y), 
因此 kcos:B~- (2—h)2cos*yY = h — (2— h)° 
=4k-4, 
从 而 ChcosB + (2 - k)cosylkeoshp — (2—k)cosy) 
=4(k- 1), 


由 (3 ) 即 得 — hcosB- (2-E)cosy=4(1-D, 
这 样 连同 ( 3 ) 式 ， 便 得 到 关于 cosB 和 cosy 的 线性 方程 组 
和 + (2~h)cosy= - 1, 
kcosB— (2 - h)cosy = 4(1-— k) 


zaa wp] ~! TE 
4(1-Ë) - (2—%) 
- (2— D, 





_(Q2-k)-40-k) (2- D _ (8) 
FC 2 +hË- 2+ bh) =. ’ 
-1 
cosy = k | kO —- 4 + 1) 
k G= D j 2- Ë | 722-0 
‘|p - (2-8) 
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=_4k-5 6) ` 


22 b° 
因此 sinB =I- cosp = 1- (22E) 
32k- nzb. (7) 
sinry =1-cosiy=1- (m 
_ 3(2h- D (3-20 w". 


 4(2- kh) 
FN 04 3Kuli, sinB>053siny2>20[8] BR 3 R: S | 86 BJ, 
sin 了 过 0 与 siny< 过 0 同时 成 立 也 是 不 可 能 的 ， 所 以 一 定 有 
sinBsiny<0, 


因此 sinsiny = (+ [324D 8-2) 








. (7 3024-1) (372%) 


42- k)? 
_ _ 30k-1) (3-2k) 
= kG- D (9) 


这 样 我 们 从 (5)，(6)，(7)，(8)，(9) 便 可 计算 得 到 
sin? (B- y?) = (sinBceosy ~ cosBsiny)’ 


=sin°Bcos2y + cos*asin2y ~ 2sinBcoiBsinycosy 


_ 3(2k— 1) (3-2k) _ 5y2 ~ 4k)? 
= pr $TD +(3 4k) 


+2(3- 4k) (4k — 5)) 


3(2h— 1)(3- 2) 


im 009 
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` P © aB _ 32k- 1)(3— 2k) 
而 从 (10) 得 sin (B y?) a 


_ 3 3 f_o 1 
sgl + 7) (-2- = 


个 
2 


3 3 1 4 
=> PaE a) 
1 
A =z 2 __ 
那么 sin?(B = D = Ž( = 322 +40) = 二 (4- 30), 


HE 3844E 2 B EE, IA RA- REL, X 
如 果 将 % 作 为 自 变 量 ， 那 么 函数 %(4 一 3%) 的 图 形 又 如 图 三 所 示 ， 
因为 


lu. ro 
< k >g? 
所 以 F<h2 -hl 
] 4 
<r E 
因此 1S7 marsu 
所 以 OLTU = 38) 1, 
因此 0<sin B- <, 


因此 sin*(B - DI 8 E, WEA E Bi bt HTA dit: 


最 大 值 是 在 4 = 1 之 下 得 到 的 ， 而 又 从 (5)、(6) 两 式 可 知 在 最 大 
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值 情况 下 有 ` 


ccsB = - + cosy= -e 


再 因为 I sinBsiny<0, 
所 以 总 共有 两 种 情况 ， 即 2 8- 马 ， 
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图 五 图 六 
全 29， 或 全 - 120°, 
y= -120° y = 120°, 
这 两 种 情 说 分 别 由 图 四 、 图 五 绘 出 。 


复 赛 


OR ”我 们 先 将 "个 连续 相继 的 奇数 之 和 求 出 来 . 设 信 是非 
负 整 数 ， 那 么 
(QN+1)+(2N+3) + (2N +5) +=. + (2N + 2%- 1) 





"项 
=n-2N + (1+3+5+..+2n— 1) 


(1 + 2n— 1) 
2 


=n:2N +n: = 2nN + n°, 


今 为 使 2nN + n2 = n, 
2 inë? _ k-2 _ 
故 N= m 2 (m 1) _ nn - D (1) 


2n 2 





现在 只 要 证 明 ( 1 RPAN MLE EMERIT. EE 
k-22>0, WRA 一 1 之 0, 此 外 车 "是 偶数 ， 则 信 是 自然 数 ， 而 车 


% 是 奇数 时 ， 因 
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n= ] (mod 2), 

故 nssl(mod 2), 
因此 nei]. 
能 被 2 整除 , 本题 证 毕 ， 

@ 解 ”我 们 用 归纳 法 来 证 明 ， 命 题 在 n= 1 时 显然 成 立 ( 见 
图 一 ) . 设 命题 在 n 时 成 立 ， 和 欲 证 命题 在 %+ 1 时 成 立 ， 今 对 边 长 
为 2"+! 的 正方 形 , 用 边 长 为 2* 的 正方 形 一 分 为 四 ( 见 图 二 ). 那么 
挖 去 的 边 长 为 1 的 小 正方 形 必定 在 四 个 边 长 为 2" 的 正方 形 某 一 
之 中 , 警 如 说 在 工 之 中 ( 见 图 三 ), 而 由 剩 下 的 三 个 边 长 为 2 的 正 


gnth 


k 
_ 


了 一 
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HEI. K.N DOH L36JUMNBDE h RENDER A L 

形 的 覆盖 单元 4( 见 图 三 ), 而 这样 从 每 个 正方 形 荆 、 证、W 来 看 ， 

都 相当 于 挖 去 了 一 个 边 长 为 一 的 小 正方 形 ( 见 图 四 ) ， 所 以 这 样 
边 长 为 2”*! 的 正方 形 按 去 一 个 边 长 为 1 Aik 

=- ” 画 。 边 长 为 2" 的 正方 形 B 控 去 一 个 边 长 为 1 的 小 方块 


B=1E9E95 

+A, (1) 
HARANE rb y I. F. R. N ESE Ts 
长 为 1 的 小 方块 后 都 能 被 二 形 的 覆盖 单元 所 覆盖 ， 所 以 由 (1) 
式 可 知 , 原 边 长 为 2"” 的 正方 形 在 挖 去 一 边 长 为 1 的 小 方块 后 ， 
能 被 志 形 的 覆盖 单元 所 覆盖 ， 即 命题 于 w+ 1 时 成 立 .图 五 绘 出 了 
%=3 时 的 一 种 复 盖 情况 ， 








nT (nn-1) (n+n+1) 
n? (n+])(n2 -n+1)’ 
(n— 1)3~—1 (n=2)(n?=-n+41) 





(mn—1)°+1 nn? -= 3 + 1) 
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23-1 335-1 nê — 1 
因此 23+1 33+1 m 十 1 








(2-1) (2*+2+1) (3 二 1)(3 +3+1) 
 (2+1)(2?-2+1) (3+1)(3 一 3+1) 





TT MDM +a D. 
m (n? — 3 + 2) (n + 1) (n: — + 1) 





_ (2-1) (3-1) @ — 2) í- 1) 
(2+1) (3+1).…n(n+ 1) 


(27+2+1) (82 +3 +1) (n n+ D (Cn +n + 1) 
(22-—-2+ 1) (3? —3+ 1): (m2-3m+ 2) (n? -n+ 1) 











1 1 
1 二 一 十 一 
2D 8D ,mtntl_ 2, n m 
z 
n(n+ 1) 2 一 2+1 3 1+ 工 
n 
limf 22l. 371 ,ol 
因此 im( £> 25 1 33 +1 nS + 1 
PENS 
-lim , m m z 
53 1+ 工 3 
DE (i) 观察 二 次 方程 
> ag? + bz — 1 = 0. (1) 
在 aX 0, b° + 4@>>0 


时 ， 它 有 两 个 非 零 实 根 
- b+ b: + 46 
E 2G 
jp 之 所 以 不 为 怜 ， 是 因为 若 将 % =0 代 入 ( DARAT, 这 
样 我 们 令 


m = - 





z 


77 


n, =P, =, =V, =%, 
那么 此 组 数值 一 定 是 原 方程 组 的 一 组 非 零 实数 解 。 
Gi) ”我 们 用 反 证 法 证 之 。 若 在 D* + 44<<0 时 有 非 零 实数 解 
Pis Bas 2, By, JEZm0 ，72，203，24 中 无 一 为 零 ， 若 Ti ,人 ， 
Zm. 04 中 某 一 为 零 ， 艾 如 说 7 = 0, 那 末 由 第 一 个 方程 得 z。 = 0， 
再 由 第 二 个 方程 得 z。= 0, … 所 以 rz, =zs =zs =z4 = 0 而 这 与 原 、 
AFA. 这 样 我 们 有 


asi +bs3 _ z; 





si m 
2 
从 而 有 “2 l1=ast+ bn -1 -e+ 了 - 1) 
1 
_ b., b:+46 
saf e, +> 一 Jat ] (2) 
因为 b? + 4G<0 
2 
因此 G< — t<, 
Bj Z<0， 
. wa 
故 从 (2) 有 z 1<0, 
所 以 ls <la], 


对 原 方程 组 的 第 二 、 第 三 、 第 四 个 方程 进行 类 似 的 讨论 ， 则 可 
得 到 





(D <la [P <] a Klad 
这 样 EA 
故 Im 212 | 


这 就 得 到 了 了 矛盾 .所 以 六 + 44<0 时 原 方 程 组 无 非 零 实数 解 ， 
图 解 ” 由 解析 几何 知识 可 知 ， 若 两 直线 的 方程 分 别 为 
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和 一 0 y-yh 2 一 20 
3 L m W ° 
那么 此 二 直线 之 间 的 距离 为 
si- T ys — Yo Za- Žo 
tÀ m n 


1 m' nr | 





d = —— 
V (lb + m iniy Em 2 + n! 2) — (I? mm +) 


今 在 此 正方 体 上 建立 坐标 系 如 图 一 所 示 ， 这 样 
B(1,0,0), D0,1,0), 
B’ (1,0,1), C’ (1,1,1), 


1 1 
° N D? 多 - 
M, 0,5) (D 
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Ps $5), AG0.0,0). 

















这 样 直线 4 "的 方程 为 
x 13 2. 
1 1 1 
直线 DP 的 方程 为 
£ 3-1 = <“ 
1 3 3 
4 4 
因此 此 二 直线 间 的 距离 为 
i 1 O 
| 1 I 1 
| 3 3 
! 4 4 
d = = 
2 2 2 2 3.2: 3,2 _ 3 3.2: 
Jo +17 +15) C1 +í 7 + (> J- (1 ¿t 3) 
jai 1 — 
: 11 d l. va6 | 
= DaS. = E = Z = 6 az 0. 1078 
$] 8 N 8 


@@ 解 ” 因 双 曲线 是 等 轴 双 曲线 ， 因 此 可 以 以 此 双 曲 线 的 两 
条 互相 垂直 的 渐 近 线 为 坐标 轴 ， 而 在 此 坐标 系 了 ， 双 曲线 的 方 
程 为 

DY = G° (1) 

所 以 ， 如 果 以 此 双 曲 线 上 两 点 A Y), A,G@,wu,) 
为 直径 作 ，. 园 ， 而 此 圆 与 该 双 井 线 又 相交 于 4 0,1) 
点 时 ， 因 为 4，4, 是 直径 ， 因 此 上 A414,4, 是 立 在 直径 A,A, 上 
HERA A AA, L AA. 
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.— — 
而 今 A, Ås = (8s -Bi,Yys —Y1), A,AÁA, = (02,-2;, Ys-Y,), 
所 以 (ps —@ (5s -Za YI) Yy) =0 D ` 


2 
BÈR s= i= 1,2,3, 


(2) 可 化 为 (8, -2 (m) HŽ-A -2 ) z0, 
“9 


4 
也 就 是 (gs -zi) (Wy m2) (1+ ——=)= 0 


2 
m 0,23 


因为 DXT, VT, 
(否则 就 有 ys =Y WY = Ys， 从 而 4。 要 与 4, 或 4: 相 合 .) 所 以 
at 


1+ —— — = 0 
人 m2 , 


也 就 是 T Tn = 一 人 
从 以 上 讨论 ， 我 们 得 到 以 下 结论 : 

甲 ， 只 有 当 4,，4: 两 点 分 别 位 于 等 轴 双 曲线 不 同 的 两 支 
上 时 ， 以 4, 4, 为 直径 所 作 的 圆 才 有 可 能 与 此 双 曲 线 有 相 虹 于 
As, ARZA. 

JINA O) TT <0, 
所 以 w ,与 ;是 有 相反 的 符号 ， 亦 中 4;,、4, 点 必定 分 别 在 双 Ili 
线 不 同 的 两 支 上 ， 

乙 ， 当 4,、4, 分 别 位 于 等 轴 双 曲线 不 同 的 两 支 上 时， 以 
A 4: 为 直径 所 作 的 圆 一 定 与 原 双 曲线 有 相 蜡 的 两 交 点 〈 见 图 
—), Ay (Ts, Yg), A, (Bas Ya), 

a? G? 











E, = 一 一 -一 -一 一 一 -一 ÇZ, = 
3 V -Bp 9 4 V on, $ (4) 
其 中 | 
Y=—V -BTs Y =V -D,D 
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因为 点 4, 和 4 是 中 心 对 入 .于 原点 0 的， 亦 即 它们 中 心 对 
FETO HH ER BJ XP AR h D, 所 以 4，， 0, 4 三 点 在 一 直线 上 , 亦 
即 4s4, 是 双 曲 线 的 直径 ， 这 也 就 证 明了 本 题 的 ( i ) ， 

再 因为 过 双 曲 线 上 任 点 的 切线 被 浙 近 线 所 夹 的 线段 的 中 
点 就 是 该 切 点 ， 所 以 过 等 轴 双 曲线 4, (239,) 点 的 切线 与 两 坐 
标 轴 的 交点 为 (2r。，0) 50, 293) 

( 见 图 二 ) ， 因 此 过 4, (8:4) 点 的 切线 方程 为 
-和 + -1 
25， 2U, 


亦 即 此 切线 的 斜率 为 “- ZL 


Ts 


而 圆 的 直径 4, 4, 的 斜率 是 
Y — Y, 
2, 一 人， 
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所 以 欲 证 过 4 点 的 双 曲 线 的 切线 与 贺 的 直径 4,4: 垂 直 ， 只 要 
证 明 








(Z, ~ WI) Ws 

(至 < = 

Da o | Gs _ 
ym S Es, 


也 即 008= ~at, 
此 即 (3) 式 ,所 以 过 4, 点 的 双 曲 线 的 切线 与 图 的 直 和 名 4,4, E 
直 ， 同 还 可 知 过 4, 点 的 双 曲 线 的 切线 亦 与 原 圆 直径 AAEE 
本 题 (ii) 得 证 。 
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*— 1 BEI 8k ay Sa 968 ft 
第 一 试 
ON 设 BC= a, 04= b, AB= c ,PD=l;; PE=V, 
PVU =k, 这 样 
BO CA AB 
PD PE PE 
再 设 人 4BO 的 面积 为 8， 而 
S= q + b + Ç 


ob 
= 下 + t r. (1) 





为 半 周 长 ， 现 在 求 ‘1) 式 的 最 小 值 ， 而 约束 就 是 ，? 了 点 在 
俯 4BC 之 内 ， 注 意 了 P 点 在 :4BO 之 内 时 ( 见 图 一 )， 
俯 4BC 的 面积 = 八 PBC 的 面积 + APC4 的 面积 


+ 八 PA4B 的 面积 ， 
亦 即 S= + alt bly + el, 
亦 即 al, + bl, + el = SS, (2) 


而 当 了 点 在 .4BO 之 外 时 〈 见 图 二 和 图 三 ) ,总 有 
人 4BO 的 面积 二 人 PPBC 的 面积 + APC4 的 面积 
+ 人 P48 的 面积 ， 
亦 即 2S Lalat bly + ole. (3) 
因此 现存 约束 ，2 点 在 A4BC 之 内 ， 这 个 条 件 就 可 等 价 地 (2) 
式 来 表示 ， 因 此 现在 的 问题 归结 为 在 约 RR D 之 下 ， 求 
(1) 式 的 最 小 值 ， 当 然 ， 其 中 4 ，5，。 REWA, Ml ls 
i 是 变 数 ， i : . 
注意 到 常用 的 一 个 不 等 式 ， 那 就 是 
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HRF 2 UMEME 23333, — “b 
举例 来 说 ， 对 正 数 2 和 9 ， 我 们 有 
VI>- 1 


一 十 一 


r q 


注意 《4 ) 式 对 加 权 平 均值 仍 是 成 
立 的 ， 即 我 们 现在 要 证 明 








al, + bl, + el. 
G + b + € a b c 


WHE G) 式 只 有 在 h= 
时 成 为 等 式 ， 这 是 因为 《5 ) 式 就 等 价 于 


Cala + b|, +], ) (和 + 区 + 了 人)>(a +b + c)2, 


JRE ab( Tt P) tbe (P+ F) reeter) 


> 2ub+ 2be+ 2 oa (7) 
但 注意 对 正 数 2 和 9， 
2,4 Í 
一 之 
oT tp 2, (8) 


而 且 (8) 式 只 有 在 P=q 


时 成 为 等 式 ， 利 用 (8》 式 ， 我 们 就 可 得 到 


—+—>2, Tt 2>2, E +E, (9) 
a c 


W B (9) 式 中 的 三 个 不 等 式 上 只 有 在 

l= l, = 1, (6) 
时 全 部 成 为 等 式 。 又 因为 

qb> 0, be>0, ea>0, 
因此 据 (9) 式 就 得 到 了 (7)， 而 且 可 知 只 有 在 (6) 式 成 立 
HJ, (7) 式 才 成 为 等 式 ， 这 样 (5) 式 就 证 得 了 。 今 据 (5) 
式 便 得 
(a+ b+ c) (2 用) 


4%, = 
Et? Ix ot+bl+el 28 





Tt 


= 257 
V S(S- ay (S b) (S — a) 








= 2 R° 
V (E-O -bS e) 








因此 我 们 可 知 ， 
(1) 式 的 最 小 值 是 
28: 
(Sa a) (S — DS-e) 





而 且 只 有 PP 点 是 八 4BC 的 内 切 圈 心 时 (此 时 b=b=l=”= 
入 ABC 的 内 切 加 半径 )，(1) 式 才 达到 比 最 小 什 ， 
DR 记 集 合 4=] ls 2, 3, s 从 }. 


而 它 的 所 有 有 "7 个 元 素 〈 其 中 ir <a) 的 子 集合 所 构成 的 
集合 类 记 为 4,。 而 再 用 f 
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Arsis 1<j<n-T+1, Hi k 
表示 4 的 所 有 有 * Ank, HE JEE JG 328 BJ) e— a 
的 子 集合 所 构成 的 集合 类 ， 显 而 易 免 

As=A,, UA UUA, n- r+] a) 
此 外 ,对 任意 两 个 4,,; 和 4,,;/， jx} 3 全- NA,,;’ = ZRA, 
如 果 我 们 对 一 个 集合 的 类 8B， 用 | BIERBHRARTA, BWE 
我 们 要 证 明 


Aps (5. (2) 
这 是 因为 对 4,,; 中 的 每 一 个 集合 B， 其 最 小 元 素 为 1 ， 因 此 其 
R r-l) 个 元 素 必 定 是 落 在 j+1, j+2, - n=l, n X 
(m — j) 个 数 中 ， 因 此 所 有 的 最 小 元 素 为 ;的 7 个 元 素 的 4 


的 子 集合 ， 共 tg (ni 个 ， 亦 即 (2) 式 成 立 。 有 了 ORA 


(3)》 式 ， 那 么 如 果 记 为 集合 类 4 中 所 有 集合 的 最 小 元 素 的 平 
均 数 ， 那 么 就 有 


1 x (p eax (n 7) + rmDx(r nl) 


í (°) 


， 一 1 
+ nar +D(, 1) 
(2) 
为 了 计算 (3) 式 的 分 子 ， 我 们 需要 建立 一 个 引 理 ， 
引 理 对 自然 数 4， b, b> a, 我 们 有 
2 b b 
a)i Ea Jeet (a)= (2i 
D) 
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(3) 


Eí 
3 


(CTE) eE) 
s(a (g) (5) 
=( i)e zee) 

"(qr 1)+(% 1 eC) 
=-( i)i) 


*..... 


现在 有 1x( T 1 )+ 2 (PIF) aox) 


_ 1 ' 
r21) 


EDEA UEO EEES OOO E CED) 
+ 人 re 


+(m-— r +1)x( 


+ 一 Dl 1 )] 


+(7 1 


-Dr Deet DAD. 


("+ 1) (m + 1)| u 
ri’ (rI Cn = fr)! 有 十 于 








因此 k= Nv nl +I (5) 
(r) ra 


OR RE 
. S=1 (m, n) | m, nÆ, WH Cm? ma- n): 


= r}, 

这 样 我 们 有 ， 

(i) Em, n) C€, W @, m-n) ES, 
这 是 因为 1 = (m? — mm — m2 y 2 = (n? + mn- Tn ) 2 

=n? -n(m — n) - (m —n)232, 

GD 车 (m, n) ES, Em, w B 38068 EB. n ə<1, 38 
Z m > n" 

ij] pH (m° —ma- nn?)?=1， 可 得 %? 一 mm 一 %? = + 1, 
Em<n, m<, Rm Kn 一 1， 亦 BDm2 - n< - 1, 
此 外 因 m%，” 是 自然 数 ， 所 以 mm 之 1， 因 此 -ms 委 - 1。 这 
F. . `. 

+£ 1 =m -m-n =m — n° — mn < — 1 — 1 = —2, 
这 就 产生 了 矛盾， 同 祥 若 吧 = mw， 则 nt =1， 亦 即 ”=1， 而 这 
与 假设 矛盾 ， 因 此 只 有 mn， 

Gid Æ Cm, D) ES，m 为 自然 数 ， 那 么 mw% = 1 或 2。 


这 是 因为 w 要 满足 
m m1= t1, 
亦 即 m.* — m = 0 或 Tn — m — 2 = 0, 
内 此 有 和 = 2 或 m = 1, 


现在 如 果 (m, n) ES, m, n R BF #%, nə 1, 3E 
的 


Ah G) R (ú, m-n) ES, HGiODBHm> n, REM- n 
EHAR. MAREN, m-n) ES, m, m- n EË f 
数 。 再 若 m - ms 1 ， 那 么 又 可 重复 上 面 的 过 程 ， 直 到 得 到 一 
(m/ ,1) ES8，m/ 是 自然 数 ， 但 由 (iii) 知 ， 此 时 = 2 或 1， 
Em = 2， 亦 即 (2, 1) ES 那么 再 进行 一 次 土 本 的 过 程 ， 
便 得 61，1) ES。 因 此 从 (m, n) ES, m, n 是 自然 数 
这 两 个 条 件 开 始 ， 总 可 经 过 有 限 次 上 面 的 过 程 ， 最 终 得 到 
(1，1) ES， 因 此 我 们 TA: # (m, n) ES, m, m Z 
自然 数 ， 那 么 呈 ， 亿 必定 是 下 列 数列 中 相 邻 的 一 对 (其 中 四 是 
较 小 者 ， 吧 是 较 大 者 )， | 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, .144, 
233, 377, 610, 987, 1597, 258424 a) 
此 数列 的 特点 是 ;每 一 项 是 前 两 项 之 和 初始 责 项 为 1 ， 

1 。 此 数列 称 之 为 意 波 那 契 (Fibonacci) 数 列 。 f 

现在 为 了 求 m%w，" 满足 | 

m, nefi, 2, 3, 4, +, 1981 + 

(Mm? — mm — 22 = 1 l 
这 两 个 条 件 下 mte 的 最 大 值 。 据 上 面 叙述 的 理由 ， 可 知 
只 要 技 出 斐 波 那 契 数列 中 小 于 1981 而 又 最 莫 近 1981 的 那 一 项 就 
行 了 ， 而 由 (1) 式 可 知 ， 这 一 项 就 是 1597， 所 以 me" +n? E S4 


值 就 是 
15972 + 987? = 3524578. 


第 一 试 


OM RIRES MIRSKA. HAE 
号 表示 最 大 公约 数 , KREENIS 6319, WR 
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是 
SIN 如 果 (b, bies b,)=5, 


a o -© P°%| P) 
的 充分 必要 条 件 是 存在 某 个 i。 1 <i Si 
Pe | Di， o 


其 中 是 素数 ，0 是 自然 数 。 
nd] RIED, b,, .... b, 作 素 因 子 分 解 ， 


即 b =P, P, -.P, 9 


a aE aR 

1 2 t 

b=P, P, P, , 
EPP, P,, 疡 是 互 异 的 素数 ， aj, aĵ, eeta ai 不 全 为 零 ， 
setta at, a?e, a! 不 全 为 零 。 令 ` 


al = maxtjs a, =maxQ2, “5 a, = maxG:, 


* t - 多 
则 显然 (b, bes b=b=P PP 
因此 车 Pe |b, 
那么 一 定 存在 某 一 7 ， 工 和 js<t， 使 
P = P;, atj, 


Bitoj, aĵ, at 中 最 大 者 为 1， 亦 妈 
a; = maxG; =a}, 
å 


这 样 就 有 a<, 
因此 Pr |b,. 
至 于 引 理 的 充分 性 部 份 是 显然 的 。 


对 固定 的 m， 我 们 对 所 有 % ”的 自然 数 ， 定 义 
M, ,=(k-1, k—2, ko3,. +, k- (n — pjs 
RIM- :是 相连 的 (wm — 1) Ak- l, k-2, =, h- (n< 39 
的 最 小 公 倍 数 。 ... 
我 们 要 证 明 ， 如 果 存 在 6 之 mm， 使 


k |M,.,, - 0; 
那么 一 定 有 k | Ma-i. D, 
反之 亦 然 。 
这 是 因为 对 任何 8 宇 m， 我 们 有 
(k. Mi-1)= (Bk, M,-1). (3) 


我 们 先 来 证 明 (3〉 式 ， 若 对 素数 PP， 
P*| (k, Mri) 
则 一 定 有 Pe] k X FPsjM,, =üC(h-1, k-2, 
É '. k —- (m -1)3, 
据 引 理 可 知 ， 一 定 存在 某 一 i ，1 委 1 入”- 1, 4E 
Pej 大 一 人。 
这 样 就 有 Pli, Rh 1<i<n- 1, 
故 一 定 有 P*|M,.,. 
因此 p'| (k, Mai). 
反之 亦 可 证 明 若 p"| h, M, 0, EAP | (h, M... 
这 样 就 证 明了 (3 ) 式 ， I 
现在 因为 #|M, is MA 
k= (k, M, 1) = (k, M,_1), 
因此 一 定 有 8 MW，;， 亦 就 是 (2 ) 式 得 证 ,反之 亦 可 从 (2 ) 式 来 
证 得 (1) 式 。 
现在 我 们 对 各 个 具体 "来 观察 (2 ) 式 ， 从而 研究 是 存在 
k, 48 
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n<, kE|M,_,. (4) 
W4n=3RF, M.=-1x<2=2, kM., 那么 一 定 有 %=1 8 
2， 但 要 求 #2>>3。， 所 以 矛盾 ， 因 此 可 知 %= 335 K AAR ` 
当 n 二 4 时 ， 玉 ,= [3,2,1) = 6, WRL Ake, 那么 就 
只 有 k=6， 此 了 时 一 1， 训 2， 一 3 分 出 为 5,4,3， 而 [ 苍 4,3) = 
5x4Xx3=60， 而 且 6160。 所 以 可 知 4%=4 对， 存在 唯一 的 解 ， 
k=6, 
当 n 之 5 时 ， 央 为 
1= @— l, ñ< 2), : 
k. 338 N- 1, n- Ü) =S22, RA s|n-1, sn-2, Wi 
s| n- 1) - (n-2)=1, 1 s>2. KFE. Ait 
0 DAD Mais 


再 因为 m- 1), m- 2) soan aaa mui DD 
是 整数 ， 而 且 


(n= Din- 2) [Mat 


因 对 n 之 5 mD 0D > - o 


这 是 因为 和 (5 ) 式 等 价 的 不 等 式 是 
n? = 5%+2>0, 


2 1 2 
亦 即 (s- 2) >( 17 ). 








2 2 
所 以 ( 5 ) 式 对 n>>5 是 满足 的 ， 这 样 我 们 对 mw 之 5 就 至 少 找到 了 两 
Tk: 


_ $3 


ki = (n-1)(n- 2), k, = 7 


CHRE (4) A. RETH: nH, EZAR. W 
n=8, h, =42, k, =21 就 是 两 个 解 。 

晤 解 ” 在 正式 解 本 题 之 前 ， 我 们 要 介绍 一 些 关 于 位 似 的 概 
念 与 定理 [ 注 ), 运 用 这 些 概 念 与 定理 ， 就 可 以 非常 简捷 地 解 得 本 
Ei, 

若 国 定 一 点 8 及 一 个 数 F(08s 0) ,将 任 一 点 对 与 点 8 联 直线 ， 
在 此 直线 上 沿 SM 的 方向 或 相反 的 方向 截取 一 RESM, j 


二 -= 1。 如 果 >0 的 话 ， 那 么 SL 与 SM' 同 向 如果 <0 





的 话 ， 那 么 SH 与 SM' 反 向 ,， W PEI SEEMS R MMA TA 
点 ( 见 图 一 )， 点 S 称 为 位 似 中 心 ，8 称 为 立 似 比 。 如 果 #>0， 屠 
么 称 为 正 位 似 ， 如 果 8<0， 那 么 称 为 反 位 似 ， 


< k>0 t<0 


如 果 有 一 图 形 亏 ， 按 其 各 点 得 到 相应 的 位 似 点 ， 这 些 位 似 
点 所 构成 的 图 形 称 为 原 图 形 的 位 似 形 。 我 们 要 指出 ， 

定理 一 如果 对 于 某 位 似 中 心 ，4’ 是 4 的 位 似 点 ，B/ 是 B 
的 位 似 点 。 那 么 4 B' // 4B。 至 于 4’B’ 与 48 是 同 向 或 反 向 视 


5 注 1 读者 如 想 了 解 更 多 一 些 关于 位 似 方面 知识 ， 可 参阅 .阿达 玛 着 ， 朱 德 祥 
泽 。< 初 等 几何 教程 ，( 上 型 ， 平 面包 全),1964， 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 这 一 书 的 第 
三 篇 的 第 去 章 “ 位 似 与 相似 ”. 
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位 似 是 正 或 反而 定 。 
ER NA. 在 正 位 似 时 ， 因 
SA „8B 
A” SB 


MBABA Bt， 反 位 似 亦 类 似 ， 


. A 





正 位 似 


定理 二 ”如 果 对 于 某 位 似 中 心 ，4' 是 4 的 位 似 点 ，B' 是 B 
的 位 似 点 。 另 有 一 对 点 C 与 C/， 若 40 IAO, mp. H 
么 C 的 位 似 点 一 定 是 C 7 ， 

ER NEZ. EMUN, H80, 过 入 作 平 入 4 的 直 
z, 与 直线 SC 相交 于 0'， 过 B' 作 平行 地 BC 的 直线 ,与 直线 BC 


相交 地 C”, 因为 
O BE BA so” _ SB 
S Se~ SB 
84 SB 
但 £ Sp 
sor SC 








所 以 ”了 SO 
亦 即 SO” = SO 
可 见 C7 即 为 C"， 亦 即 它们 都 为 C"， 因 此 有 


SO’ SE” SAdA’ SB’ 
ST SO SA SB’ 


所 以 2 是 C 的 位 似 点 ， 在 反 位 似 时 ， 证 法 相仿 。 





定理 三 ”如 果 两 个 三 角形 4BC 与 4' B'C’, 三 边 相 应 平行 ， 
那么 此 两 三 角形 一 定 是 位 似 或 者 全 等 

EA 连接 44’/，BB’/，CC'。 如 果 这 三 条 直线 中 有 两 条 
相交 ， 设 .44 与 BB/' 相交 于 8。( 见 图 四 )， 那 么 由 定理 二 知 , 因 
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为 C41C'4'/，0QB YO' B', MUO ROM ER, H A ABC 
SAA BC 位 似 。 在 44/，BB' ，CG 都 起 平行 时 (如 个 五 )， 
HYAA C’, B/O B’, MEA— EA AQ = AQ.B: Q: = 
BC， 因 而 有 八 4BCO 与 和信 4'B'O' 全 等 . 

定理 四 2#AADCHAA D O II. AABO 的 内 心 和 外 

. 心 分 别 为 了 与 9G， 信 4'B'0' 的 内 心 和 外 心 分 别 为 和 G1', 那 妈 
F'G 分 别 是 和 GQ 前 位 拟 点 ;而且 F'G’ / FG. 

ER RAA. AMPLAS, MAAC AC, OB) 

C! B’, AB || 4 ,所 以 LC 的 内 和 解 平分 线 O8 1 LO 的 内 角 平 
分 线 0' 了 '， 辣 理 4F 1 4 F:, BH 3R8SC Ü, FE FB SAI 
A. 再 因 为 AC 边 的 生 直 平分 线 BOAC 边 的 垂直 平分 线 
B.'G’， 辐 理 4.G /1/ 4,'G'。 而 因为 4,，B, 分 别 是 BC，AC 的 
PHAR, A’, BIHER OC, AC 的 中 点 ， 所 以 4,',B1' 分 
别 是 4,。B1 的 位 似 点 ， 因 此 由 定理 二 可 知 ,G/ 是 局 的 位 似 点 。 





再 由 定理 一 可 知 ，G’F' IGF, 

现在 我 们 来 证 明 本 题 ， 没 此 三 角形 为 八 4BC.， 三 加 的 圆心 
AWAD, E, FRR, WAHM), ZAKARRAK O. a 
Wa = BJA 34 r, MA 

OD= OB = OF, 
BRONKA ADEF8 E U, 

再 连接 BE，AD。 它 们 的 延长 线 相交 于 P 点 (图 略 ， 读者 自 
画 ) ,因为 召 点 与 必 点 到 边 4B 的 距离 均 为 "-， 所 以 DE 1 #B; 同 理 
EF || BO，DF |/ AC, 因为 PB 是 4 B 的 角 平 分 线 ， PA 是 人 4 的 
角 平 分 线 ， 所 以 PC 亦 是 DEE 的 角 平 分 线 ,PA 亦 是 EDF 的 
角 平 分 线 。 这 就 是 说 P 点 既是 八 4BO 的 内 心 ， 亦 是 八 DEZT 的 内 
L. ， 

再 设 信 4BC 的 外 心 为 @。 

注意 八 4BC 与 和 人 DEF 是 三 边 相 互 平行 的 ,所 以 由 定理 三 可 
知 。 人 和信 4B0 一 定 与 人 人 DEF 位 似 。( 某 实 位 似 中 心 就 是 P!1) 因此 
出 定理 四 可 知 ， 

PQ; PO, 
但 因 P9 与 PO 中 都 有 已 点 ， 所 以 一 定 是 
P,Q.0 三 点 共 线 ， 
OR BAS, yW E 
fO.) =Y+ 1, | (1) 
[ferro -en (2) 

f+t1ly+1) faf Ey), (3) 

我 们 的 思路 是 逐步 找 出 SO Y+, fOY+, YG;u+ 
1)，f(4,Yy+1) 的 显 表达 式 。 最 后 将 Y= 1980, 代入 f (4,Yy+1) 
就 得 到 了 f(4,1981) 的 值 ， 注 意 

f(,u+kt1)=f0O0-+1,g+1)=fce0,701,7)3 


98 


= f(1,9) +1, 
fa, = /60+1,0) =f(0,1)=1+1=2, 
因此 piamen Aapa (4) 
(1.0) =2 (5) 
从 (4) 式 和 (5 ) 式 我 们 就 可 求 得 (1,y+1) 的 表达 式 ， 这 是 因为 
f(y+1) = fa +1=7f0.,7-1)+2 > ` 
=-= =f(1,0)+7+1=2+7+1=+3, 
因此 Gy+1) =2+3。 (6) 
YAA fC(2,y+1)= fO +19+1)=fol,f02,2)3 
=J(2.7) +2, 
f(2,0) = f(1+1,0)=f(1,1) =3， 
因此 en + - f(2,9) =2, (7) 
| 2,0) =3, (8) 
从 (7) 式 和 (8) 式 我 们 就 可 求 得 /2,y+ 1) 的 表达 式 ， 这 是 因为 
JEt =f y +2=f02,7-1)+2Xx2 =. 
=f(2,0)+2x (y + 1) 
=3+2y+2=24+5, 
因此 了 (2,y+1) =2Yy+5. (9) 
再 因为 /0,7+1 =f(2+1,4+1) =fc2,f03,92 
=2f (3, +3, 
JB =f .2+1,0) =f (2,1) = 5, 
因此 WS Sa (10) 
f(3,0) = 5, (11) 
这 样 从 '9) 式 和 (10) 式 便 可 求 得 /3,y+1) 这 是 因为 
f .3,9+1) =2f 3,9) +3 
=2C2f (3,Yy—1) +3)+3 
=22f(3,Yy-1)+3(1+2) 


=23/(3,y/-2)+30(1+2+22) 
=2”*1f(3,0) +3(1+2+ 22 +-..27) 
=5+T2”!+3(2%*! 1)=82 -3 
= 27+4 一 3， 
因此 ff(3,Yy+1)=2+4-3, (12) 
现在 J á,g+ 1) =f03+1,4+1) =f(3,f (4,7)3 
=8.2744 39) -3, 
f(450) =f3G+1,0)=f(8,1)=8:2-3=13, 
FAY+1) =82/ n 一 3 (13) 
这 样 便 得 | i 
(f(4,0) = 13, (14) 
从 (13)，(14) 式 ， 便 可 求 得 f 4,y+ 1) 的 表达 式 ， 那 是 因为 
. (43971) — i 
f 404 ge EP gag S 3-3 


DJ 4297) 
= 28 -3 


g. 49972) 一 3 
=28°2 -3 
8.27 497-2) 
oof 490) 
„287 
=22 (9 个 2) -3 
° 18 
28 2 


16 
wa? 


= 22 -3 
,2 
= 22” l+ 423, 
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2 , 
因此 f (4Yy+1) = 22 + 个 2-3 (15) 
2 
所 以 f(4,1981) =f(4,1980 +1)= 22 9884 个 2- 3。 


美国 1981 年 (第 十 届 ) 数 学 竞赛 题解 
@ 和 解法 一 ”因为 不 能 被 3 除 尽 ， 所 以 





Bw = 1, 
Bln 53 互 素 因此 存在 非 负 整数 2 与? ë 
32 =gn + 1 
r q 1 
KE pz mw 
180° 。 180° 
亦 即 2 一 一 960 = 一 (1) 


因为 2 ， q 是 非 负 整数 ， 从 (1) 式 中 就 得 到 了 -0 的 表达 式 , 它 


_ RLON 48 与 60? 的 倍数 ， 再 求 差 来 得 到 ,而 因为 





-0 是 已 经 给 出 的 角 ， 而 60* 可 用 直 尺 、 园 规 作出 ， 求 一 角 的 


倍数 角 以 及 求 两 角 之 差 都 可 用 图 规 、 直 尺 来 作 ， 所 以 现在 可 用 
圆规 直 尺 来 作出 -9 ， 即 将 原 已 知 角 -0 三 等 分 ， 
举例 来 说 ， 若 n= 7， 那 么 
3x5=2x7+1, .i 
Bp p=5; 1=2, CODON 
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` 180 ° ° _ 180° 
x =? X = 
所 以 5 7 2x 60 3x7* 


解法 二 、 因 为 ”不 能 被 3 除 尽 ， 所 以 
n=3k+1, Erhk3 B # 2k. 
G) 当 w= 3k+ 1 时 ， 我 们 有 


1 k _ 1 
3 ‘3+1 ‘3c3%r1)? 
。 _180° ,_ 180° 
因此 60 TE 3(3k+ 1) ° (2) 


Gü) 当 m= 38- 1 时 ， 我 们 有 





k _ l. l _ 
3-1 3 3⁄3- JD” 
180 ° 180° 
1 -60"=- 1380 ( 
因此 3k-— 1 60 3 (3 1) 9) 


因此 ， 无 论 ( 2 ) 式 或 (3) 式 ， 我 们 总 可 以 通过 圆规 、 直 尺 将 
-0 三 等 分 


OM 这 个 县 内 至 多 有 4 个 区 ， 这 个 结论 的 证 明 如 下 ， 

我 们 用 @，@@，@，…… 来 表示 各 个 区 ， 此 外 再 用 4. B.C 
分 别 表示 用 汽车 、 火 车 、 飞 机 来 进行 联系 .为 叙述 方便 起 见 ， 
如 果 @ 与 加 之 间 是 用 4 进行 联系 的 ， 那 么 就 说 (O, © EA, 
REE (O, DEA 

此 外 ， 在 本 题 的 所 有 图 示 中 我 们 用 粗 实 线 、 细 实 线 、 ER 
分 别 表示 4、 B.CO， 据 题 意 ， 我 们 可 以 得 到 三 个 规则 ， 

规则 甲 没有 一 个 区 与 其 它 所 有 的 区 分 别 进 行 联系 时 ， 使 
4.B.O 都 是 用 上 的 . 

规则 乙 ” 没 有 三 个 区 ， 它 们 两 两 进行 联系 时 ， 用 的 是 同一 
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种 4 或 卫 或 C， 
RAA ”就 整个 县 的 联系 来 看 ，4.83.C 中 的 每 一 种 至 少 要 
被 用 上 一 次 ， : 
解法 一 D 我 们 洛 证 明 : 在 遵守 规则 甲 和 规则 乙 而 县 内 只 
有 四 个 区 的 情况 之 下 ， 这 四 个 区 之 间 的 联系 情况 必定 是 下 列 三 
种 类 型 之 一 [ 注 ]( 见 图 一 )， 
类 型 a 
- MARAH, (0.0), (0.0). ©.. (0, 0). 
MBER., (0.0). 0,0). 
类 型 B 
用 4 联系 的 (0.0, 0.0. (@,@), (@, D. 
MBAH: (Q, @). 
MORE £ 66, ©, @). 
类 型 y 
MARR: 0, @), (@, ©, ©, @). 
HBg 65, 0, ©, 0, ©, (@, @), 


- 


js 





@ @ 
CT J 
© AX 0 < 
@ ©) 
类 型 = Ry p | 
H3YRAAA R3RREIB, piRTRC. 
图 一 


O UD 这 是 指 这 四 个 区 的 编号 进行 一 次 置换 以 后 和 4、B， (之 同 进行 一 次 时 
Um ATUS RM, B、Y 之 一 和 相合. 
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现在 证 明 以 上 的 结论 ， 
因为 只 有 4 个 区 ， 因 此 两 商 之 间 的 联系 共有 ( 9 )= 6 对 ， 


在 这 6 对 之 中 ， 不 可 能 有 5. 对 或 5 对 以 上 是 用 同一 种 方式 联系 
的 ， 这 是 因为 如 果 是 的 话 ， 一 定 有 三 个 区 ， 它 们 之 间 两 两 进 行 
联系 时 用 的 是 同一 种 方式 , 这 就 与 规则 乙 相 矛盾 . 所 以 如 果 在 这 . 
6 对 之 中 ， 至 多 只 能 有 4 对 是 用 同一 种 方式 联系 的 。 现 设 确 是 
有 4 对 是 用 同一 种 方式 联系 的 。 设 这 种 方式 是 4, HEO 
是 其 中 之 一 。 再 将 规则 乙 分 别 应 用 于 OO，@@，@ 这 三 个 区 和 
@, @, DITE, ` 
那 末 可 知 ，(@，@) 与 (加 ， 四 ) 中 至 多 只 能 有 一 是 4， 0) 
(D， 国 ) 与 (四 ，@) 中 至 多 只 能 有 一 是 4， 2) 
因为 现在 除 (D,@) 是 4 外 ， 还 要 有 三 对 是 4， 这 样 由 (1) 和 (2) 
可 知 ; (@, D) 必定 是 4 而 且 . 
(@, 050, @ 中 有 而 且 只 有 一 是 消 (3) 
(@, @) 5 @, ®© 中 有 而 且 只 有 一 是 4， (4) 


但 因 (@, 050, @) 不 能 同时 是 4， (5) 
(@, @) 5 Q, 0 不 能 同时 是 4 (6) 
因此 Wm (QO, O84 RKO, Okr (7) 
WRO DEA BKO, @) 是 4 (8) 


因为 在 48) 的 情况 下 ， 将 四 与 加 的 编号 对 换 一 下 ， 就 是 (7) 的 情 
况 ， 所 以 我 们 只 要 讨论 (7) 的 情况 就 够 了 ， 在 情况 (7) 之 下 ， 如 
果 (@O， 因 ) 与 (四 ，@) 是 同一 种 方式 联系 的 ， 那 末 可 设 此 方式 
是 B， 这 样 就 是 类 型 a ( 见 图 一 )， 如 果 O, ©50, DË 
不 同 的 ， 那 末 可 设 前 者 是 B， 后 者 是 C， 这 样 就 是 类 型 B ( 见 图 
一 ) 

现在 设 这 4 个 区 的 6 对 联系 中 有 而 有 只 有 3 对 是 相同 的 ， 屠 
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来 可 设 此 联系 方式 是 4， 而 且 (@， 因 ) 是 其 中 的 一 对 ;由 前 曾 
讨论 的 (3) 与 (4) 可知， 另外 两 对 用 方式 4 联系 的 共 可 能 是 下 列 


@, @) 与 (@, -@) k A, (9 

(O, @) H @, OME í ÜW 
` (@, @ 1 (Q, OHEA ' (1 
- D, D50, DREA (12) 

(@, DSO, DAEA | -o (G 

(@, @) 与 (D，@) 都 是 4 : (14) 

(@, 0, DRE (15) 
. Q: 04O, ORE (16) 

如 果 发 生 情况 (10)， 那 末 f 
(Q, ©, (0, ©, (0, DREA, o aD 


( 见 图 二 ) 不 失 一 般 性 ， 可 设 (@@，@@) 是 B， 那 末 将 规则 甲 分 别 
YATOMG, WX. TAO, QA, OKRE DB, RE 
因为 (®©, © 不 可 能 是 C， 再 因为 四 个 区 的 六 对 联系 中 只 人 允 
许 有 三 对 是 4，[ 兄 (17))， 所 以 (加,@) 不 能 是 4, 因此 (四 ,G) 
只 能 是 B， 对 ( 回 ， 轩 ) 亦 是 如 此 。 这 样 对 国 ， 回 ，@@ 三 个 区 而 
言 就 与 规则 乙 相 矛盾 。 因 此 可 知 (10) 是 不 会 发 生 的 ， 





HLERA, MLETKE, 
图 二 
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同 理 可 证 ，(12) 亦 是 不 会 发 生 的 。 而 对 (9) 的 情况 ， 如 果 再 设 
(©, @)# B， 因 为 此 时 在 四 个 区 的 六 对 联系 中 | 

AMERA OD, (0.0). (ODRA (18) 
Fk 30) QD, WKT, @)J B, 再 应 用 规则 甲 
FO, EMO, @) 是 有 .因此 在 情况 (9) 之 下 ， 就 得 到 类 型 Y 
( 见 图 一 )， 而 在 (11)，(13)，(14),(15) ; (16) 这 五 种 情况 下 ， 
只 要 将 各 区 的 编号 作 适 当 的 置换 后 ， 即 可 与 情况 相合 ， 从 而 
与 类 型 y 相 合 。 图 三 中 指出 了 各 相应 的 置换 。 


@ @ @ 
© 中 
加 @ @ 
man (S) waon (O) iwan (O) 
© 
@ . 
© oy 
@ @ 
情 a (009) | i Waaa (0 QQ) 
图 = 


余下 的 ， 只 要 证 明 这 四 个 区 的 六 对 联系 中 4，B，Q 各 占 两 
对 的 情况 是 不 可 能 发 生 的 。 这 是 因为 将 规则 甲 应 用 于 ， 便 知 
(O, ©. (O, ©, (@, 四 ) 中 一 定 有 两 对 是 用 相同 的 方式 
联系 的 . 不 失 一 般 性 ,可 设 (@,@) 与 (人 ,加 ) 都 是 4, 而 (@@,@) 
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# B. 这 样 得 将 规则 甲 分 别 应 用 于 辆 及 @， 可 知 ( 回 ，@) 是 5， 
(@, @) 亦 是 8B， 这样 @@，@， 图 这 三 个 区 之 间 就 与 规则 乙 相 
F. 

这 样 就 证 明 得 到 了 由 中 开始 时 提出 的 结论 ， 注意 娄 型 4 与 
类 型 Y 是 不 满足 规则 丙 的 ， 因此 附带 可 知 ， 妆 只 有 四 个 区 时 ， 
只 有 类 型 B 是 合 题 意 的 ， 

2) 现在 证 明 有 五 个 或 五 个 以 上 的 区 是 不 可 能 的 。 首先 证 明 
若是 有 五 个 或 五 个 以 上 的 区 ， 那 末 一 定 可 以 从 这 些 区 中 选 出 五 
个 区 ， 便 得 这 五 个 区 之 间 的 联系 方式 一 定 4、B， CRH. 
五 个 区 之 间 的 联系 方式 要 满足 规则 两, 因为 如 果 这 一 点 不 能 做 
到 , 那 就 意味 着 ， 这 个 县 内 的 任意 五 个 区 ,它们 之 间 的 联系 方式 
至 多 只 有 两 种 。 若 是 如 此 ， 那 来 我 们 先 选 定 某 三 个 区 ，@,@， 
辐 , 它 们 之 间 的 联系 方式 当然 不 能 只 是 一 种 ,从 现在 只 能 是 两 种 ， 
RRNA, B, 如 果 另 外 有 一 个 区 国 (n 半 1，2，3) ,那么 mn 与 个 ， 
加 ，@ 之 间 的 联系 方 我 当然 凡 能 是 4 或 B. 如 果 员 外 再 有 一 个 区 
m (ms), 2, 3, m, BEZ2B8 3 HO, ©, ©; @, OREN 
区 之 间 的 联系 方式 至 多 只 有 两 种 ， 也 就 最 4 和 了 3, 所 以 @, @) 
一 定 是 4 或 B. 这 就 证 明了 这 个 县 内 任意 网 个 区 之 间 的 联系 方式 
一 定 是 4 或 B, 这 就 与 规则 丙 相 矛盾 。 所 以 必定 可 选 到 五 个 区 ， 
@,，@，@，@，@, 它们 之 间 的 联系 方式 是 4, 了 3,C 都 有 的 . 
在 这 五 个 区 中 ， 我 们 先 看 四 ， 加 ， 图 ，@ 这 由 个 区 ， 因 为 这 四 
个 区 之 间 的 联系 方式 满足 规则 甲 和 乙 ， 所 以 他 们 之 间 的 联系 类 
型 ， 由 1) 可 知 , 必 定 是 ax,B,Y 这 三 种 类 型 之 一 ,如 果 由 类 型 ,这 
Wa 0:9, 四 之 间 只 出 现 方式 4 和 B, 所 以 必定 在 (@@,@)， 

， 轩 )，(@，@)，(@@，@) 中 某 一 是 C. 敬 如 说 (加 ，@) 是 
c kaaom q, Wm em maak y PS. EOG) 
REO, OREO, @)2C, 都 会 产生 类 似 的 矛 导 ,如 果 @， 
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指 ， 而 如 果 @，@@， 四 ，@@ 之 间 是 类 型 B，( 见 多 四 )， 那 来 将 规 
则 甲 应 用 于 ， 可 知 (加 ，Q@) 不 可 能 是 C, 而 只 能 是 4 或 了 .如 果 
(@, O) 是 4, 那 末 和 将 规则 乙 应 用 于 个， 因 ， 回 ， 便 知 (@,@) 
只 可 能 是 B 或 C， 而 将 规则 甲 应 用 四 ， 可 知 (@, 回 ) 不 能 是 B， 
而 只 能 是 C， 再 将 规则 乙 应 用 于 四 ，@@，@@ , 便 知 (@,@) 只 能 
EARB, 而 将 规则 甲 应 用 于 @@， 便 知 ( 加 , @) 不 能 是 B， 而 只 
EEL IEO, D. 0.0, (加 ,中 ) 83 A, ASM 
相 矛 盾 。 所 以 (@@，@D) 是 4 不 可 能 。 如 果 (@，@) 是 了 B, 那 来 将 
规则 乙 应 用 于 全 ， 全 ， 轩 ， 便 知 (@@， 人 图) 不 能 是 B， 而 只 能 是 





4 或 0， 但 应 用 规则 甲 于 @@， 便 知 (@，@) 不 能 是 C， 而 只 能 是 
A, 再 将 规则 乙 应 用 于 回 ，@， 辆 ， 便 知 (@， 回 ) 不 能 是 4, 而 
REE BRO, TE (©, © 是 0， 这 样 (0,0), 0,0, 
O , 国 ) 将 分 别 是 B,O,4, 这 样 就 与 规则 甲 相 矛盾 因此 (@,@) 
是 B, 但 此 时 (四 ，@) ，(@,@)，(@，@) H384, B, 0. 
这 又 与 规则 甲 相 矛 盾 。 所 以 (@@，@) 不 能 是 B。 这 样 就 导致 了 
矛盾 ， 因 此 ， 这 个 县 有 五 个 或 五 个 以 上 的 区 是 不 可 能 的 。 再 结 
合 1) 的 讨论 ， 故 知 ， 这 个 只 最 多 只 能 有 4 个 区 。 
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解法 二 #@ITUB5GEBRAYIEM, RAWET TRA 
上 的 区 ， 那 么 我 们 就 将 5 个 区 与 前 四 水 区 的 联系 简况 加 以 齐 
析 。 办 为 从 亿 出 发 的 所 渔 联系 方式 不 能 是 4，B，C 皆 规 阁 的 ， 
ESREÉH, REMH RERAMA GE, 因此 
@, D, ©, ©, ©, @), (@, DOPREME 
E, 一 种 是 有 三 对 或 三 对 以 上 是 一 种 类 型 的 ， 另 一 种 是 有 两 对 
是 一 种 类 型 ， 而 另外 两 对 又 是 一 种 类 型 的 。 我 们 下 而 就 分 这 两 
种 情况 分 别 讨论 之 ， 

D 不 失 一 般 性 ， 可 设 ©: @)，( 回 ，@)，(@@，@) 都 
RA ( 见 图 五 )， 这 时 由 规则 乙 应 用 到 中 ，@， 人 @ 三 个 区 ,可 知 
(O ORMEA Kk gte T 
(QD， 回 ) 是 B， 这 样 ,应 用 规则 甲 于 @， Q 
EAD, ©) 只 能 是 4 或 8B 但 应 用 规 
WZ G @, @, ERO, (@@) 只 能 9 
EBRO, AEO, OEB, Fig, 
®©, @ B, 2#, 0 © @2 Bl 
0,0., 0.0), (@, DRE B, 

WS MUDNZ RPR. AD 图 五 
不 能 发 生 ， 
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全 (d) 





2) 不 失 一 般 性 ,可 设 
(@, O), (©. @ # A, 

而 (@, ©. ©, @)# B. 
W 38 ZT, 0, ©, EAD, @) 只 能 是 8 或 0， Ë 
下 再 分 两 种 情况 ， 

第 一 种 情况 0. © 是 B ( 见 图 六 )。 因 为 将 规则 甲 分 
别 应 用 于 @ 与 @@， 便 知 (DD， 外 ) 只 能 是 4 或 B，(@ 回 , 四) 也 只 能 ` 
EARB, 将 这 (中 ，@) 与 (@,@) 的 可 能 情况 相互 组 合 ， 就 得 
HAA pR: Ca), (A), CC), (d). 

ERa), (@, OERA (@,@) 亦 是 4。 这 时 将 规 
BZ H TƏ, @, ©, EA, O 只 能 是 4 或 0, 但 应 用 规 
则 甲 于 @， 便 知 (@，@) 不 能 是 C. 因此 (@，@) 是 4 再 应 用 
规则 乙 于 中 ， 国 ， 四 ， 便 知 ( 中 ， 图 ) 只 能 是 了 或 C, 但 应 用 规则 
ETO, 便 知 (QO, @) 不 能 是 CO 因此 (人 D) k B. 同 理 ，(@,@) 
也 是 8B， 

在 情况 (d) 中 ，((D，@) 是 B，( 加 ,@) 亦 是 B。 应 用 规则 
乙 于 个 ， 四 ， 鲜 ， 便 知 (个 , 国 ) 只 能 是 4 或 C。 但 应 用 规则 甲 于 
D, 便 知 (COD, 二) 不 能 是 C, 所 以 (@， @) 是 4， ERO, D) 
FEA BS HE) Tp, ,@, 便 知 (四 , 名 ) 只 能 是 4 或 C0， 
但 应 用 规则 甲 于 图 , 便 知 ( 国 ，@) 不 能 是 C, AREO Q) EA, 
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加 这 五 个 区 两 两 之 间 共 十 对 联系 中 只 用 到 4，3 两 种 方式 , 即 委 
先 @， 因 ,全 ，@ 之 问 进 行 联系 的 两 种 方式 ， 

= *EWWALOD5 ) iB, O, @)EA,Tü (Q, @) E B, Pj 09 Z + 
090 EMOD 0 AGC B Fi mf FORMO, 
@ 不 能 是 C, 因此 (@,@)#A, SABAWZTO, ©, @, : 
便 知 (DD，@7 只 能 是 B 域 C， 但 应 用 规则 甲子 @@， 便 知 (@,@) 
FERC, wO, 是 到 .这样 , 对 四 ,加 ,图 而 言 ， 它 们 就 与 规 
MMA: -所 以 (5 ) 不 可 能 发 生 。 

:在 情况 (co rh, 0, @)# B, 而 (Q, @) EA. DRD 
(六 中 相 类 似 的 讨论 ， 可 知 本 情况 不 可 能 发 生 ， 

KEHE C.DO ( 见 图 七 ) , 同样 可 知 (@,@) 可 
能 是 4 或 0 ,(@，@) 可 能 是 A 与 C， W(@, @) 5 (@, 回 ) 的 可 
能 情况 相互 组 合 ， 就 得 到 图 七 中 的 四 种 情况 ， Ca), (b), (e), 
(d). b 
在 情况 (a) 中， DD 是 4，( 四 ,图 ) 亦 是 4。 应 用 规则 乙 
FO, @, @, EMD. 只 能 是 8 或 0 但 应 用 规则 甲 于 @@， 
使 知 (@@，@) 不 能 是 8B， 因此 (加 ,名 ) 是 C。 这 样 规则 甲 在 @ 处 
就 得 不 到 满足 ， 因 此 本 情况 不 可 能 发 生 ， 

在 情况 (Co ) p, 0.00 (四 ,四 ) 亦 是 C. 应 用 规则 乙 
TO, ©. ©. EMO, ©) 只 能 是 4 或 B。 但 应 用 规则 甲 于 @， 
便 知 (D;@) 不 能 是 B， 所 以 (D,@) 只 能 是 4. 这 样 在 @ 处 ， 规 
则 甲 便 得 不 到 遵守 ， 因 此 本 情况 不 可 能 发 生 。 

ERAGO t, MODEA mO RO, 应 用 规则 
LTD, @, ©, EWO. D 只 能 是 4 或 C。 但 应 用 规则 甲 于 
©, EUO DORERA HOODEO, 这 样 规 则 甲 于 @@ 处 
又 得 不 到 满足 ， 关 此 本 情况 不 可 能 发 生 ， 


ui 


在 情况 (c ) 中 ， 即 (OD; 加 ) 是 C， 而 (@,@) #A, 与 (8 ) 
相关 裤 的 讨论 ， 可 知 本 情况 不 可 兹 发 生 ， 

这 样 ， 综 合 以 上 所 述 ， 可 知 车 这 个 县 内 有 五 个 区 , :那么 这 
五 个 葬 之 间 的 联系 方式 只 能 是 图 九 中 (a) 或 (a y WAHAN 
的 。 现 在 如 果 该 县 有 五 个 或 五 个 以 上 的 区 ,那么 先 取 定 三 个 区 ; 
QH， 回 ， 回 ， 天 为 它们 之 间 的 联系 方式 当然 不 只 是 一 种 ， 和 但 由 
以 上 讨论 所 知 ， 员 能 是 两 种 ， 可 设 之 为 4、B. 如 困 男 外 一 个 区 
@(məe1,2,3) E50, ©, © 之 间 的 联系 方式 当然 只 能 是 4 
RB 再 若 有 另外 一 个 区 四 (m 六 1,2,3, m), WAD: 0O. 
多、 因 这 五 个 区 之 间 的 联系 方式 只 能 是 图 六 中 (Ge ) 与 ( 刀 ) 这 两 
种 类 型 的 , 亦 即 (@@,@) 只 能 是 4 或 B, 这 就 证 明了 该 县 内 极 意 两 
个 区 之 间 的 联系 方式 只 能 是 A 或 B。 而 这 与 规则 再 煤 子 盾 ; 狐 以 
这 个 县 不 能 有 五 个 或 五 个 以 上 的 区 。 再 因为 我 们 确实 能 构造 出 
有 四 个 区 的 县 ,这 四 个 区 之 间 的 联系 方式 满足 规划 甲乙 .两 (如 
图 一 中 的 三 种 类 型 )， 因 此 可 知 ， 这 个 县 至 多 只 能 有 四 个 区 

加 解法 一 ”因为 4、B、C 是 某 一 三 角形 的 三 个 内 角 ， 所 以 
一 定 有 

.0<4A, 0<B, 0<0, ` (1) 
A+ B+C =180°, (2) 
再 注意 sin3A+sin3B+sin30 
=sin3A+sin3B+ sin(3.180° - 34- 3B) 
= sin3 A + sin3B + sin3Acos3B + cos3Asin3 B 
= (1 +cos3Á)sin3B +sin3Acos3B + sin34 
34 34 


= 2cos: 人.in3B+ 2sin——os 了 cos3B+sin34A 








= 2cos3 (sin3Beos s4 





+ cos3Bsin $£) +sin34 
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= 34 .. 3 : 
= 2cos—sin( 3B+ +A) +sinš4, (3) 


因为 3B+34=3(180° -0)， 
所 以 0<3B+ 34<3.180°, 
JBP 0<3B<3.180° ~ 34, 


因此 TAQ3B: 3 A< 3.180° - ŽA, | (4) 
这 样 由 (4) 式 可 知 58+ ŽA 的 活动 范围 是 (之 4,3.180°- +A) 
这 个 开 区 间 的 中 点 是 | 

y (A +3.180°- A) = 2 + 1805 = 270°, 
而 此 开 区 人 间 的 长 度 之 半 是 

于 (3.180"- ŻA -2a )= 羡 (180"- 功 ， 


因此 3B+ 4=270°+ 人 人 ， (5) 


其 中 0<A <° - A. (6) 


图 一 给 出 了 (5) 式 的 几何 图 未 ， 因 为 0<180*- 4， 所 以 
3B+ 4 的 活动 范围 中 始终 包括 270" 这 一 角度 ， 因 此 


sin( 3B+ 34 ) 的 最 小 值 一 定 是 -], 
那么 sin( 3B+ ŽA ) 的 最 大 值 是 什么 呢 ? 这 就 要 看 人 的 变化 
范围 了 ， 从 图 二 上 可 以 看 出 ， 当 A<180" 时 ， 亦 即 本 (180"- 
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sd 





Ay<180° , KEH 60*"<4 时 ,sin( 3B + 4) 的 最 大 什 是 sin[270* 


+É (180"- 4 )=sia $A (注意 这 时 最 大 值 是 达 不 到 的 )， 而 
当 人 入 之 180° 时 ， 亦 即 守 (180*- 4) 之 180° 亦 即 A<60° 时 ， sin 
( 3B+ ŽA ) 的 最 大 值 是 1. (注意 这 时 最 大 值 是 达到 的 )， ( 见 图 
Z). 

现在 再 转 过 来 注意 (3) 式 中 sin( 3B + -ŽA JAT i R 
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2cosy 4， 因为 


0<Ž4<270°, 
所 以 ， 40 <A<60°B (RoS A<90°IN), 2c024>0, 而 
当 60°<A<180°R (BF 90° < A<270°B]), 2cos%-A<0. 因 


此 综合 上 述 对 sin( 3B + ŠA Jhe S2cos2-A 的 讨论 ， 我 们 
可 以 得 到 


2cos-3# sin( 38+ ŽA ) 的 最 大 值 与 最 小 值 ， 具 体 详情 请 





见 表 一 。 
这 样 从 表 一 和 (3) 式 可 以 得 到 
sin34+ sin3B+ sin30 的 最 大 值 是 f (4)， 


2cos A+sin3A, 当 0° < A=<60°, 


其 中 ra=] ; 
-2c0s A+sin3d, x460° < A<180°, 


=2 leos3.4 1 sin34。 
如 果 令 (2) =2 |coss| +sin2z, 
ER f=) 


Tü sin34+ sin3B + sin30C 的 最 小 什 是 g(4),， 
t15 


*=#— 
4 的 范围 0°<A<60 | 60° <A<180° 
i 


2Cos3 4 的 符号 0 <2Cos 4 | 2C0s3 A<0 








in (3B+ Š 1 
034+ 瑟 人 的 最 小 值 | 〈 可 达到 的 ) | (可 达到 的 》 ` 

















3 
; 3 ; 1 I Sin—A 
Sin(3B + 54) 的 最 大 值 (可 达到 的 ) : (不 可 达到 的 ) 
2C9s TASin(3B + +A) -2Cos34 2Cos -ASin Ža oo 
的 最 小 值 (可 达到 的 ) (不 可 达到 的 ) 
2Cos3 ASin (3B+ É A 2Cos3 4 一 2Cos-A 
2 2 2 f 2 
HEK (可 达到 的 》 (可 达到 的 ) 
i 
~ 2cosŽA + sin34， -40° <—.A<<60°, 
Hp ge) = | 


2cos-Asin B A+ sin34, 当 60° < A<180°, 


Í — 2cos 4 -sin34， 当 -0" 生 4 二 60"， 


| 2sin34 当 60° < A<180°, 

一 2 |cosz] + sin2% w — 90 °w << 90 ° 
如 果 令 go = l O. ocara. 

2sin22, 3490 <Z<270 ; 
屠 末 90=% (34)， | 

f : . „b 
如 令 F=sup fa (2), 
xe(0,2702) a f E 
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G=inf g,(@) 
xXxe(0,2T0°) 
那 末 G<sin3A+sin3B+sin3aC< P, 

为 此 我 们 有 必要 绘 出 函数 户 (5) 和 g1 (9) 的 图 形 , 首先 注意 
f1(2) 的 周期 是 180°， 因此 只 要 先 绘 出 f (2) 在 (—90°, 90°) 
上 的 图 形 ， 当 g 在 (一 90"，90°) 时 ， 因 

f, (@) = 2cosz + sin2%, 

fı! GG) = — 2sinz + 2cos2z 

= — 2(2sin°2+sinz-1), 

因此 若 fl G) =0， 
就 有 2sin22 +sinz—1=0, 
pp w=30°. 
( 因 sinz= -1， 在 zE(-90"，90*) 内 无 解 ) , 
这 样 我 们 就 得 到 函数 1 (2) 的 图 形 ( 见 图 三 同样 在 ZE (- 90°, 
90) W, 


g, (T) = — 2cosz + sin2z, 

gi’ (S) = 2sinz + 2cos20 = ~ 2 (9sin”z— sinz— 1), 
因此 若 gi’ (2)=0, 
即 2sin2z—sinz— 1=0, 
也 即 s=- 30°, 


(BElsinz = 1#@€ (90”，90°) 内 无 解 ), 这 样 我 们 就 得 到 函数 
91 (2) 的 图 形 ( 见 图 由 )， 从 图 三 和 图 四 上 我 们 可 得 到 


FP=- 33, G = 一 2， 
因此 sin3A+sin3B+ sin30< SV 3, (7) 
— 2<sin3 A+ sin3B + sin30, (8) 
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380° 210° 


270° 





而 (7》 式 成 为 等 式 ， 一 定 先 有 
2=30°, 210°, 


亦 即 ŽA= 30°, 210°, 


A=20°, 140°, 
对 4=20"， 从 表 一 上 可 查 知 ， 一 定 有 
sin( 3B+ .20°)=1, 


也 即 B=20°, 140°. 
这 样 相应 的 C =140°, 20°; 
对 4= 140"， 从 表 一 上 亦 可 查 知 ， 一 定 有 


sin( 3D + 3.140) = - 1, 


tE, BD B=20°, 
故 CO=20"。 
因此 ， 当 而 且 只 当 4,B1OCO 三 个 角 之 中 有 一 为 140"， 而 另外 两 个 
均 为 20* 时 ，(7) 式 才 成 为 等 式 ， 
而 (8) 式 成 为 等 式 ， 一 定 先 有 
@=135°, 
亦 即  A=90°. 
对 4= 90"， 从 表 一 可 查 知 ， 一 定 有 
sin( 3B+ .90") = singo = 2, 
也 即 B=90°, 120°, 
相应 地 有 CO=0"，- 30"。 
而 这 是 不 可 能 的 ， 故 知 (8) 式 是 不 能 成 为 等 式 的 。 
解法 二 ”对 三 角形 的 三 个 内 角 4、 互 、C， 不 妨 可 设 
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A< B<O, (9) 


但 因  A+B+0=180°, . (2) 
故 一 定 有 0° <A<60°. (10) 
因为 否则 若 60*<4， 那 末 60"<B，60<C， 而 这 与 (2) AR 
要 发 生 了 矛盾 。 因 此 

0°<34<180°, 
故而 — 0<sin34, (11) 
再 加 之 “~ 1<sin3B, —1<sin30, (12) 
就 得 到 -2<sin3A +sin3B + singl. (8) 


而 为 使 (8) 式 成 为 等 式 ,一定 是 (12) 式 与 (11) 式 都 要 成 为 等 式 ， 
因此 一 定 有 34=180*，3B=270*，3C = 270"， 亦 即 4= 60°, 
B=90°, C =90"， 而 这 与 (2) 式 是 发 生 矛 盾 的 ， 因 此 可 知 (8) 
式 成 为 等 式 是 不 可 能 的 。 

现在 证 明 (7)》 式 。 我 们 仍 假设 (9) 式 成 立 ， 我 们 将 开 区 间 
(0°, 180928 4280, (0°, 60°), (60°, 120°), (120°, 
180°). 
由 (10) 可 知 AE (0°, 60°). 
若 B,C 中 任 一 是 在 (60*，120") 中 ， 例 如 说 

BC (60°, 120°), 

IK 180°<3B<360°, 
故而 sin3B<0, 
再 因为 ”sin34<1， sin3C<1, 


故而 sin34+ sin3B +sin30<2< 3. 
# C€ (60°, 1209 亦 是 如 此 ， 因 此 余下 只 要 考虑 3 和 C 都 不 在 


(60*，120°) 中 的 情况 。 但 B 和 COC 都 在 (120"，180°) 中 的 情况 是 
不 会 发 生 的 ，B 和 0 都 在 (0"，60") 中 的 情况 只 可 能 在 ， ， 
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4=B=0=60° 
时 才能 发 生 ， 而 此 时 
sin34 +sin3B+ sin30 = 0<3V3, 


因此 余下 只 要 讨论 

BE(Q0°, 60°), OE (120°, 180°) 
的 情况 ， 亦 即 | 

0°<A<B<60°, 120"<O<180"。 (13) 
从 (13) 可 得 0°<34<3B<180°,— 360°<3C<—540°, 


(14) 
因此 车 令 a=34, B=3B, y=30- 360°, 
那 末 从 (13) 式 和 (14) 式 可 知 
0°<a, 0° <ÜB, 0°<Y, 
e +B +y =180°, 
亦 即 a,B, Y 可 视 为 某 一 三 角形 的 三 个 内 角 。 
但 今 
sin34 +sin3B+ sin30 = sing + sinB + siny 
=sing + sinB+ sin(a +B) 


= (1 + coso)sinB + sinacósB + sing 


= 2cos? > sinf +2sin- cos “ cosß + sina 
2 2 2 
=2c0s sin( B+ >+ sing, (15) 
oo 一 以 no 
因为 0 < <90 , 
W 0<eos x 
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由 (15) 知 sin34+sin3B+ sin30<2c0s T+ sina =f (5); 


其 中 函数 f(z) 被 定义 为 
f, (m) = 2|cosw| +sin22@, 
ES Hsu Suh, Jf iG). 
WKE sin3A+sin3B+sin3C< H, 
而 由 本 题解 法 一 的 图 三 中 可 看 出 
H- 3, 


因此 (7) 式 得 证 ， 而 (7) 式 成 为 等 式 ， 只 有 可 能 在 
> =30°, sin( 8+—)=1 


时 成 立 ， 
亦 即  a=60°, B+ 30° = 90°, 
亦 即 a=60°, B=60°, Y=60° 
时 (7) 式 成 为 等 式 ， 这 亦 即 在 
A=20°, B=20°, O =140° 
时 (7) RRASA. 
@ 解 ”如 果 读 者 知道 一 些 关 于 多 面 角 方面 的 立体 几何 知 
识 ,那么 本 题 是 很 容易 解 得 的 ,因为 我 们 要 用 到 下 列 两 个 命题 ， 
命题 甲 “任何 一 个 加 多 面 角 ， 其 所 有 面 角 之 和 小 于 2T， 
命题 乙 ”任何 一 个 凸 多 面 角 ， 其 所 有 二 面 角 之 和 大 于 
(m 一 2)z， 其 中 nn 是 该 多 面 角 的 面 数 ， 
在 利用 命题 甲 和 命题 Z 《此 二 命题 ， 稍 后 就 会 作出 证 明 )》 
的 基础 上 ， 我 们 来 解 本 题 ， 
因为 据 题 意 有 
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之 面 角 = 之 二 面 角 . (1) 
再 设 此 西 多 面 角 的 面 数 为 %， 那 么 据 命题 乙 有 

(n-2) x < > 二 面 角 。 
另 一 方面 ， 据 命题 甲 又 有 





之 面 角 < 2 x. 
ADRE m — 2)x<2m, 
亦 即 n<4, 
因此 mp<3， 
所 以 %=3, 


所 以 此 凸 多 面 角 一 定 古 一 个 三 面 角 。 

余下 的 就 要 证 明 命题 甲 和 命题 乙 ， 为 此 ， 我 们 要 先 证 明 命 
BN: 

REA 任何 一 个 三 面 角 ， 其 任 一 面 角 小 于 其 它 两 个 面 角 


x=. 
命题 两 的 证 明 设 此 三 面 角 为 8-4BCO, 我 们 要 证 明 ( 见 图 一 ) 
ZASC< ZASB+ ZOSB. (2) 
如 果 Z ASO=< Z AS B, 
那么 (2) 式 显然 成 立 ， 所 以 现在 可 设 
ZASC> Z AS B, 


只 要 在 些 情况 下 来 证 明 (2) 式 好 了 . 我 们 先 在 人 4SC 内 作 
ASB' = LASB。 再 在 射线 SB 与 SB' 上 取 线 段 S$B=SB/， 过 
B, B' 作 一 平面 ， 与 S4 与 0 相交 于 4,0 两 点 。 这 样 因为 两 边 夹 
一 角 ， 所 以 

AASB S A ASB, 
所 以 AB' = AB. 
在 人 4BO 内 40<4B+ BO, 
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但 因 AC= AB' +B'0= AB+ B'O, 
所 以 ~ B'O<BO, ES, 
再 注意 人 BP'SOMABSCAH, SC 是 公共 边 ， SB= SB’. 所 以 
B'SC 与 BSC 何者 为 大 就 决定 于 B'C 与 BC 中 何者 为 大 。 但 
因 (3) 式 ， 故 知 
B'SOC</ BSO., 
这 样 人 ASO= ZASB: + /B'SG</ASB+ /OSB 
此 即 ( 2 ) 式 ， 故 命题 丙 得 证 。 
现在 利用 命题 再来 证 明 命题 甲 ， 
命题 甲 的 证 明 ” 设 凸 多 面 角 为 8-4, 4 An 其 中 a 为 其 面 
数 .再 设 平面 6 与 此 凸 多 面 角 丰 交 所 裁 之 凸 多 边 形 为 4, A... A,, 
( 见 图 二 )。 在 每 一 侧面 三 角形 中 ， 举 例 来 说 在 人 4184, 中 ， 
ZAKA, = x - Z8A,4,- ZA, A. 
a -2 ` GHD 
> 面 角 =n- 之 ZS AiAi — > Z5 AirAi 


z | : QE2 
Sna- Z (XA, A + ZA AS. 
注意 人 4;_ AS, ZA, A.S, Li- AA 1 正好 是 三 面 角 Ai- 
Ai- SA ,的 三 个 面 角 ， 再 因为 作为 三 面 角 机 -机 -184i+ ,的 一 
TAAR LA- Aidi 一定 也 是 多 边 形 4,4,…4, 的 一 个 内 角 ， 
(在 多 面 角 S-4,4,…4, 不 是 西 的 情况 下 , 人 Ai- 14;4;;， 就 可 能 
成 为 多 边 形 4, 4,…4, 的 一 个 外 角 , 图 三 中 的 顶点 4。 处 便 是 一 
例 D) 这 是 因为 若 人 人 4;- 14i4i, 1 是 是 多 边 形 的 外 角 , 而 作为 三 面 角 
A-4;-1S4;;; 的 一 个 面 角 的 人 4;- Aidi ,一 定 是 小 于 7, 因 此 这 


[ 注 12An :1 理解 为 Ai。 
[ 注 2 3]Ao 理 解 为 An 。 
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边 形 4,4,…4, 是 凸 的 这 一 -点 相 矛 盾 的 。 AOMP, 我 们 便 得 
ZA, A 8 + ZA, AD> LAm Adira» UST 
<an). 
因此 之 H <n- > ZA AA. 
=mm— m-2)m=2%T, 


M > E<, 





现在 为 了 证 骨 命 题 乙 ， 我 们 先 要 证 明 它 的 一 个 特殊 情况 ， 
Bls = 3 时 的 情况 ， 
命题 丁 任何 一 个 三 面 角 ， 其 所 有 二 面 角 之 和 大 于 工 。 
在 证 明 命题 丁 之 前 ， 我 们 需要 先 证 明 一 个 引 理 ， 
引 理 ”在 一 平面 上 有 一 MON. k M:O 1 MO, 但 射线 
O 到 /要 与 ON 同居 MO 的 一 侧 ; 作 和 /ONO， 但 射线 ON' 要 与 
OM 同居 NO 的 一 侧 。 这 样 便 有 
ZXMON + ZM'ON? = x (4) 
证 明 iZ MON =a。 分 5 为 锐角 和 钝 角 两 种 情况 分 别 TJ 
论 之 ， 当 a 为 锐角 时 (网 图 四 )， 
425 


ZNOM' = = -a= /MON', 


故 ZM'ON' =a+2( - a) =x- a; 


当 a 为 钝 角 时 ( 见 图 五 ) ， 
Z NOM' =a- = ZMON', 


$ Z M'ON' =a-2 (a-5)= x-a, 


所 以 不 论 哪 种 情况 ，( 4 ) 式 恒 成 立 。 
O O 
a AN 
“ N 
图 四 ”0 为 锐角 图 五 ”0 为 钝 角 
命题 丁 的 证 明 设 三 面 角 为 S-4BC. 今 作 84' U ET BSC, 
而 且 S4' 要 与 $4 位 于 平面 CSB 的 同 侧 ; PEES B SSO, 分别 
垂直 于 平面 4S'C 和 平面 4SB, 同 时 SB' 与 $B 位 于 平面 4SC 的 同 
侧 ，8O' 和 SC 位 于 平面 4SB 的 同 侧 , 这 样 以 射线 SA ,SB’ ,SC 
为 楼 的 一 个 新 产生 的 三 面 角 S-4A’ B'O 称 之 为 原 三 面 角 S-ABO 
的 补 三 面 角 [ 注 ]， 我 们 现在 要 证 有明: 
ZB'SQ! + 原 三 面 角 中 以 84 为 楼 的 二 面 朋 = x, (5) 
ZQ SA + 原 三 面 角 中 以 SB 为 棱 的 二 面 角 =r， (6) 
ZA SB + 原 三 面 角 中 以 SC 为 棱 的 二 面 角 =r， (7) 


[ 注 ] 请 者 如 想 了 解 更 多 一 些 关 于 补 三 面 角 的 知识 ， 可 参阅 : 了 . MENE, RAS 
祥 译 ，* 初 等 几何 教程 ?下 册 《立体 几何 )，1966， 上 海 科技 出 版 社 ，P,57~59， 
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(6), (6). (D) 三 式 只 要 证 明 
其 中 某 一 个 就 够 了 。 我 们 证 明 
(5) 式 ， 我 们 考察 原 三 面 角 中 
以 S4 为 楼 的 二 面 角 ( 见 图 六 ). 
在 平面 BS4 中 作 B”S 8S4， 而 
HiB" BORT SA h R, 
再 在 平面 CS4 中 作 CI8 USA, 
而 且 使 O8 405 位 于 94 的 同 
W. 这 样 

ZB*8Q” = 原 三 面 角 
中 以 84 为 楼 的 二 面 角 。 图 六 
ASO 上 平面 BS4， 故 SO LS4。 同 理 SB' LSA, MASB 
与 SO/ 都 在 平面 BISO* 内 ,但 因 SO' LSB”, m HBS 与 SC 位 于 
SB’ 的 同 侧 ; 同样 SB’ SC, 而 且 SB' 与 $B* 位 于 SC” 的 同 侧 , 
据 引 理 可 知 

LB’'SO’ + ZBO" =x, 
此 亦 即 Z B'SO' + 原 三 面 角 中 以 84 为 棱 的 二 面 角 = x, 

现在 在 新 的 补 三 面 角 中 应 用 命题 甲 ， 便 得 

LA’'SB’ + ZB' SQ + LOSA 2n, (8) 

将 (5)、(6)、(7) 三 式 代 入 (8) 式 ， 便 得 
之 二 面 角 >7. 
原 三 面 角 S ~ ABC 
命题 乙 的 证 明 ” 设 此 凸 多 面 角 为 S-4: 4:…4a. 而 平面 4 截 

此 晤 多面 角 所 得 的 吓 多 边 形 为 4,4,… 妇 .在 此 凸 多 边 形 的 内 部 
取 一 点 0， 连接 04,， 04,, ttes 04,. ( 见 图 七 ) ,因为 此 多 边 形 
ÆR, 故 24,， 0O4:…O4。 都 在 此 多 边 形 内 部 ， 因此 0A, — 
定 在 人 A,4,4, 内 部 ， OA, 一 定 在 人 4,4,4, 内 部 ，…… ，04, 





一 定 在 人 4。 A.A, 内 部 , 这 样 对 三 面 角 8-04,4:, 三 面 角 S-O4， 
4,…， 三 面 角 S-04,4, 分 别 应 用 命题 丁 ， 便 得 
二 面 角 04|,4, + 二 面 角 4,4,0+ 二 面 角 4,04,>7， 
二 面 角 04,4, + 二 面 角 4,4,0+ 二 面 角 4,04,>7， 


一 面 角 04。 4, +B A, A .0+ 一面 角 4.C OA, >x. 
将 以 上 各 式 相 加 ， 再 注意 

二 面 角 4,410+ 二 面 角 04,4, = 二 面 角 4.,4,4,， 

二 面 角 4,4,0+ 二 面 角 04,4, = 二 面 角 4, AAs, 

—W fda: A nO+ EA, A, = ma, aá, 4,, 


以 及 X MAQA. =2, 


便 得 到 之 MMAM, Ai Dan- a= n- 2a, 
















Iaa 





~ 


= 
`. kak. 
~ 





图 七 图 八 
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RER ” 设 一 个 三 面 角 的 三 个 面 角 分 别 为 BY. 面 角 为 
Qa，BB 的 平面 所 夹 的 二 面 角 为 8。 那 末 我 们 有 
cosy— cosacosB f 
sinasinB ° (9) 
证 明 设 此 三 面 角 为 8- ABC, 再 设 
Z BSO =a, ZASC=ß, ZASB =y, 
SRSC = 1 ,过 COC 点 作 SC 的 垂直 平面 ， 分 别 交 SB 和 和 SA 于 B 点 及 
点,( 见 图 八 ), 这样 


cosò = 








SB-=_ 1 = seca, SA=—1 = secB, 
cosa cosB 
BA ASABHR HRI E pH 845 
AB? =sec2a + sec? B — 2secasecBcosy, 
注意 BO4=Y。 
再 在 人 4C8 中 应 用 余弦 定理 便 得 
cosè = tg a+ tg? PB-AB: 
2tgatgB 
— tgřa +tg'B -seca -— sec’B+2secasecBeosy 
2tgatgß 
_ — 2+2secasecBcosy _ cosy —cosacosĝ 
2tgatgB sinasinB 
这 就 证 得 了 (9) 式 


命题 两 的 另 一 证 明 设 三 面 角 的 三 个 面 角 为 a.B、Y。 再 设 
面 角 为 a.B 的 平面 所 夹 的 二 面 角 为 8, 那 末 由 命题 成 中 的 (9) 式 ， 
便 有 


cosy — cosacosB 


cosë = - - 
sinasinß 


° (9) 
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因为 0<a<mx, 0 <B<x, 


因此 0<sinay 0 <sinB, 

再 因为 cosó<1, 

所 以 cosy — cosacosB 一 : 
sinasinB ° 

$ cosy<cos( |a-B |) 

因为 LYIT, 0<|a-B] <<, 

故 一 定 有 Y> |a-B| 2a-B 

BR Y+B>a. 


CN +%@)= N + (%2. 


再 因为 对 任何 实数 w， 可 以 有 表达 式 





m= (%) + 0 (1) 
其 中 0 <a<1, 
我 们 现在 要 证 明 的 不 等 式 是 ， 对 任何 正 实 数 ”， (R: 
(m) (22%) (32) (mo) 
ne>- + 2 + tt (2) 
我 们 将 (1) 式 代入 不 等 式 (2)， 就 得 到 
MD) + Ro PD + SS + cay + + se + Cw) + ee, 
- (CQ) (2a) (mno) 
亦 即 (na)2>— + tt 


这 就 是 说 ， 为 了 证 明 (2) 式 对 任何 正 实数 5 成 立 ， 只 需 证 明 它 对 
0 <2Z<1 (3) 


CH 其 实 不 等 式 (D 对 任何 实数 x 都 成 立 ， 不 只 限于 正 实数 ， 这 一 点 ， 从 往 
下 的 推断 中 即 可 君 出 ， 
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成 立 就 够 了 、 下 面 就 在 限制 (3) 之 下 来 证 明 (2) 式 。 
解法 一 ”我 们 先 注意 函数 
J @) =), =I + oo, 
的 一 些 狂 状 ,它们 其 图 象 见 图 一 ): 
Ci) 是 阶梯 函数 ， 即 它 除 了 在 为 整数 处 发 生 跳 路 外 ， 
在 这 些 跳 联 点 之 间 函 数 保持 常数 ， 
G i) 是 单调 增加 的 。 
Gi 是 右 连续 的 。 即 在 间断 点 处 的 函数 值 等 于 该 点 处 函 
数 的 右 极限 。 
现在 再 来 观察 函数 
g (@) = (n8) 
与 kay = d+ + + 


的 一 些 性 状 。 它 们 [在 图 二 和 图 三 中 分 别 给 出 了 n= 4，os2<1 


BJ Bg (2) MA (w) 图 象 ]， 
(i) 亦 都 是 阶梯 函数 。 限 在 "<z?<1 ERER, g) 的 





图 一 ”半数 Cx) 的 图 象 





2 
r: 





N + C3X) + 


图 二 RAUOFODEKER M= MA 


sa 于 50, 切 上 的 图 象 


跳 蚂 点 是 工 ， 三 ，…，“ 二 (Co) 的 跳跃 点 是 所 有 二 的 数 ， 其 


9 
ns A 


EP, 1 AKARO 2<q<n, 1<<py<g- 1，(2,9) = 1。 

CD 亦 都 是 单调 增加 的 ， (iii) 亦 都 是 右 连 续 的 ， 

现在 为 证 明 (2 ) 式 ， 我 们 只 要 证 明 在 AE) :的 间断 点 处 
g (9D) >h (G) 就 够 了 。 因 为 在 上 (2) 的 两 个 相 邻 的 间断 点 〈 以 下 分 
别称 之 为 左 端 和 右 端 的 间断 点 ) 2 j, he) 保持 常数 ， 此 常数 
之 值 即 为 那个 左 端 间断 点 处 的 heo) 函数 值 (利用 右 连 续 性 ), 而 
就 在 这 两 个 间断 点 之 间 ，9 (2) 是 单调 增加 的 。 所 以 g(2) 的 函数 
值 要 大 于 或 等 于 左 间断 点 处 9 (z) 的 函数 值 。 因 此 如 果 在 左 间断 
点 处 9(7) 守 有 (sw)， 那 么 就 可 得 到 在 这 两 个 相 分 间断 点 之 闻 
ga) ha, [此 外 注意 从 0 到 hh(z) 在 (0,1) 间 的 第 一 个 间 
断 点 之 闻 ，h(2) == 0 。 而 只 要 250，9G0) 关 0。 所 以 在 0 到 
h@)# (0,1) 的 第 一 个 间断 点 之 间 一 定 有 9(z) e, 

今 设 s=” 2 KIK, 1<<p<q- l, (O, q) = 1, 
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a(g) tt 
但 我 们 可 以 有 
MESA 


2p=a,g+b,, ` kha, but tup, ` 43) 
: mH. 0 <b,<g — l 1<¿=n,[ 


Lap =%,g + De 
因此 9 (元 )= mn 


-和 


因而 =qa,=wp=b, 


Waqpi <b b, s... pêa (4) 
1 2 M e 

注意 bs<9-1， 

故 只 要 证 tt se +q- l, (5) 
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那么 (4) 式 就 得 证 了 ， 但 因 

(p q) = 1, 
由 初等 数论 可 知 [ 注 ]，0 P, 2p, +, (q— 1)2 在 以 9 为 模 之 
下 构成 了 一 个 完全 剩余 类 ， 因 为 0 仍旧 对 应 着 0 ， 所 以 p，22， 
…， (9 一 1)p 在 modg 之 下 就 是 | 


1, 2 ye , q- 1 、 
的 一 个 重新 排列 。 亦 即 在 (3) APHID, 5,, -ey bo 是 1， 
2... |... ;4 一 1 的 一 个 重新 排列 ， 再 因为 % 疡 9>9g- 1， 所 以 
1 2 m 1 2 q-1, 
b, gp brge bo-s 一 
但 是 Tt + tr 1 (6) 
的 ， 所 以 〈5) 式 得 证 。 为 了 证 明 (6) 式 ， 我 们 需要 下 列 引 理 . 
引 理 min (中 + 和 + a ar iait cE 


=q-], 
上 述 的 min 是 在 bis bsy ees baz È 1, 2, = 9 一 1 的 某 种 
排列 这 种 限制 下 取 的 。 
证 明 我 们 只 要 证 明 ， 对 < 如 ó> 8, 一 年 有 
b.s s b, 
str T. 


这 是 因为 (+) - (++i 5.) = Š, oD -Q2 


[ 注 】 可 参见 YN.M. 维 诺 格拉 陀 夫 著 ， 发 光明 译 ，" 数 论 基 础 >， 高 等 教育 出 版 
kt, 1956, P50~51; 
AA LME ENRE, R RRR 
社 ，1981， 附 录 一 的 4 
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=(-5( +- )>o. 


所 以 对 某 组 6,,…, Bo. 1， # b, = 1, 则 往 下 考察 5,， #b,2>1, 
mi = 1， Hii, 因为 I 


b indb 
TT3 7114, 

4 并 
则 可 得 到 了 + t—+ + > 工 + + 二 + + 了 
对 1 再 重复 以 上 过 程 ，……- 一 直到 对 b. :进行 以 上 的 手续 ， 这 
样 我 们 就 得 到 

bbe 

1+ t > >+ +t++ t= q-1, 
下 面 是 一 个 以 上 过 程 的 实例 ， 

5 4 1 3 2 
1 了 


解法 二 ”注意 


所 以 和 (no) > + tt Cn) 
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等 价 的 是 toch; PS, ER, 
其 中 {19} =y- W. 
我 们 先 观 察 阔 数 
F (@) = {s}, -<T + eo, 
的 一 些 性 状 .。 它 〈 其 图 象 见 图 四 ) : ` 
(i) 是 逐 段 线性 函数 ， K 
即 它 除了 在 5$ 为 整数 处 发 生 往 x 


FBkEK +E, FEJA 2E FK Sç 2 aj 


函数 保持 为 线性 函数 ， 其 斜率 | 
wii LLL LLL 


(ii 》 在 每 间断 点 处 ， 范 
数 的 牙关 为 ~ 1， 即 7 自 左 癌 右 图 四 函数 {x } 的 图 象 
通过 间断 点 时 ， 函 数 往 下 跳跃 1. 








dax? 


图 五 函数 14x} 于 (0,1) 上 的 图 象 ” 图 六 函数 {++ it, dar 


于 00,1) 上 的 图 象 


GD 在 间断 点 处 函数 是 右 连续 的 。 即 在 间断 点 处 的 函数 
值 等 于 该 点 处 饮 数 的 右 极限 ，。 
现在 再 来 观察 函数 
CO) = 4nay, 
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H (s) = {2 429), J... q 12e} 
1 2 n 


的 一 些 性 状 ， 它 们 【在 图 五 和 图 六 中 分 别 绘 出 了 mn = 4,0<x<1 
时 的 G (2) MHE (o) 的 图 象 ]， 

Ci) 亦 都 是 逐 段 线性 函数 ， 而 且 此 两 函数 在 各 线性 段 寺 
的 斜率 均 为 %， 所 以 这 些 直 线段 都 是 相互 平行 的 ， 而 且 信 (Ww) 和 
五 (%) 的 闻 断 点 也 分 别 是 g (2) 和 %(w) 的 间断 点 。 

(ii ) 在 每 间断 点 处 ， 此 两 函数 的 九 差 均 为 负 的 ， 即 和 自 
左 向 右 通 过 间断 点 时 ， 函 数 是 往 下 跳 妈 的 ， 

Gi) 在 间断 点 处 此 两 函数 亦 都 是 右 连 续 的 。 

现在 为 了 证 明 在 (0,1) 上 (7)? 式 成 立 ， 只 要 证 明 在 Go) 的 
间断 点 的 左 侧 邻 域 中 (7 ) 式 成 立 就 行 了 。 这 是 因为 在 Ga) 的 
两 个 间断 点 〈 以 下 称 之 为 左 端 和 右 端的 间断 点 》 之 间 ， 函数 
G 的 图 象 是 一 条 连续 的 直线 段 ， 而 二 (2) 的 图 象 是 由 一 些 直 
线段 组 成 的 。 自 左 端 的 间断 点 开始 ， 因为 在 这 些 间 断 点 上 
G(s) = 0, WWH0)46%48H0@ 20, 所 以 可 知 瑟 (5) 一 开 
始 的 那个 直线 段 一 定 不 在 五 (4) 之 下 。 至 于 瑟 (w) 再 往 右 的 那些 
直线 段 亦 一 定 不 会 低 于 G E). 这 是 因为 车 有 一 点 H(z) <G(w)， 
自 此 点 再 向 右 的 z ， 一 定 都 有 吾 (%) <G (%)。 那 是 由 于 在 到 达 
G(s) 的 右 端 间断 点 之 前 ，G (4) 是 连续 的 ， 不 再 下 跌 ; 而 了 (2) 
的 那些 直线 段 都 要 与 G (a) 的 直线 级 平行 ， 而 且 互 (o) 在 间断 点 
处 的 跃 差 都 是 负 的 。 这 样 就 导致 在 f(z) 的 右 端 间断 点 的 左 侧 
领域 中 鼠 wE <<G(w) . 这 就 与 讨论 的 前 提 相 矛盾 了 。 

现在 就 来 证 明 在 G(z) 的 间断 点 的 左 便 邻 域 中 (7) 式 成 立 ， 
因为 G3) 在 C0. 了 中 的 间断 点 是 

1 2 n— 1] 


0, R? R? `... > l. 
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所 以 对 s= e, 1<i<mw 


其 中 z 是 一 个 充分 小 的 正 实 数 ， 我 们 有 
Ge)={n Eo = {ne}=1-ne, 


(n, k) = d, 
那么 n = do, k = du, (u, %) =1 
he 
这 样 T= £= TE 


再 因为 可 以 有 


M q u +b,, 
2% = 6 +b, 其 中 mw ， 人 是 非 负 整数 ， 
... 而 且 0 <b,< u - 1, Kix- 


S (w= 1)V= ai 二 Bi， 
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因为 (Cv, u) =1, 所 以 Bb.， b,, "°... bs- Èl, 2, `° v= l 的 


一 个 重新 排列 〈 见 本 题解 法 一 中 的 脚注 ) 。 所 以 现在 


H (£6) 、 世 -中 

















CES 

b, b, b, 

TE > 28 ~ (2-1) 8 i-ve 
= + we 小 

1 2 v—1 v 
=1( bi b... y be-i J+ -ve 

y i 2 v-]1 v 

1 /1 ,2 4 一 1 _ 
>75 (++ ， +=) + 二 一 0e 





= 1 -ve > 1— ne = @( Łe) 
这 就 证 得 了 所 要 求 的 不 等 式 ， 其 中 用 到 了 解法 一 中 的 引 理 。 
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加 拿 大 1981 年 〈 第 十 三 届 ) 数学 竞赛 题解 
@ 解 ”因为 对 任何 实数 ?， 我 们 总 可 将 之 表示 为 


s=N +a, (1) 
其 中 不 是 一 整数 TE, Wh, WIAR), mia k WE 

0 <a<1 : (2) 
的 实数 。 再 因为 对 任何 实数 y 和 整数 凡 ， 我 们 有 

CM +z) = M +y). (3) 
因此 è =N, 


C22] = [2N +2a)=2N + (2623, 
C4) = C4N + 403 = 4N + Cha), 
(8) =C8N +80) =8N + [80), 
[162%)= [C16N +16a) = 16N + {160), 
(32%) = [32N +32a] = 32N + C320), 
故 原 方程 +C] + CAD) + (8%@)+(16%J+ C320 
= 12345 (4) 
成 为 (N+2N+4N +8N +16N +32N) 
+ (C20) +40 +L8aJ + (16@3 +[324)) = 12345, 
亦 为 [2c] +C4al + C801 + (1663 + (32G3 
=12345 ~ 63N. (5) 
注意 因为 (2) R, K 
0 <2a<2. 0=<4e<4, 0 =<8a<8, 
0 <16%<16. 0 =<32a<32, 
Wi 0 <(2a)J<1, 0 <(46)<3, 0=<[(8qJ<7, 
0 <[(16aJ<15, 0 <[32aJ<31, 
将 这 些 不 等 式 代 入 方程 式 (5), 就 得 到 
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0 <12345- 68N<1+3+7+15+31, 
JR BP 0 <12345 - 63N <57, 


故 12345 — 57<63N<212345, 
12288 _ 12345— 57 12345 
22260 = 12925 TI < < 12325 
亦 即 63 63 ~ Sg”? 
此 即 195.0476191% CN<195. 952381, 


而 这 与 六 是 一 个 整数 这 一 点 是 矛盾 的 ， 因 此 原 方 程 〈4) 无 实数 
解 。 
OR ”我 们 设 一 RPQ =a，( 见 图 一 )。 这 样 当 R 点 沿 OP 一 
侧 的 圆周 移动 时 ， 
0 <a=90°, 
再 因 人 ROP = 2a， 因 此 
PR= 2rsina, 
因而 RQ = PRsina = 2ysin2a, 
PQ = PRcosa = 2ysinacosa, 
这 样 若 设 人 PR 的 面积 为 S， 那 么 
S= '* PQ .QR 


* 2rsinacosa ° 2rsin2a 


` ]—_ 





=27?sinsQacosa, 
所 以 现在 问题 是 求 函 数 


fla) =sin’ acosa 


在 0 <a< 


上 的 极 值 。 我 们 对 函数 f(a) 求 导数 ， 有 图 一 


f! (a) = 3sin2acos*@ + sinsa(— sina) 


=sin*oe (3cos’a — sin’a). 
因此 车 要 求 极 值 点 ， 那 么 必定 是 使 1 (a) = 0 的 点 ， 亦 即 是 
3cos*a ~ sin:*a= 0, 
亦 即  tga=w 3， 
部 a=60°, 
因此 我 们 可 知 在 a = 60°* 时 ， 面 积 S 取 得 极 大 入 
S =2r’ (sin60°) *cos60 ° 
=2r2 。 (s) ° + 


“SY Sr 0,64957? 

OR ”因为 只 有 有 限 条 直线 ， 所 以 它们 之 问 的 交点 也 只 有 
有 限 个 ， 因 此 总 可 以 在 平面 已 上 选择 一 个 直角 坐标 系 和 OF , E 
得 . 

(i ) 在 半 平 面 ? 之 0 内 再 没有 这 些 直 线 的 交点 ; 

(ii ) 所 有 的 直线 每 不 与 办 平 行 

由 于 (ii)， 每 条 直线 在 此 坐标 系 之 下 的 斜率 一 定 是 有 了 上限 
数 。 设 第 i 条 直线 的 斜率 为 4;， 在 y 轴 上 的 截 距 为 6;,， 亦 即 第 i 
条 直线 的 方程 为 

y= a%+b,, 

今 取 B= maxb; =b, 


我 们 要 证 明 在 开 区 域 (是 -- 角 状 区 域 ) 

D=4(8, PID 0, 2260 +b, Y 
内 不 再 有 原先 的 任何 直线 ， 所 以 在 区 域 D 之 内 可 绘 一 充分 大 的 
圆 ， 在 忆 之 内 不 再 有 直线 是 因为 若 在 忆 之 内 有 直线 ， 那 么 此 直 
线 一 定 不 是 第 I 条 直线 , 而 县 一 定 要 与 第 IT 条 直线 相交 。 因 为 若 
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是 平行 的 活 ， 那 么 此 直线 在 了 轴 上 的 截 虐 太一 定 有 
b' >b, = B= maxb,zb/ 。 


这 样 b >b, 
就 产生 了 矛盾 。 而 在 相交 的 情况 下 ， 那 么 交点 一 定 在 半 平 面 
s< 0 之 内 ， 这 样 此 直线 与 了 轴 的 交点 一 定 在 y>B 之 内 ， 也 就 
是 此 直线 在 了 轴 上 的 截 距 又 要 大 于 B。 这 样 又 会 产生 矛盾 。 所 
以 了 之 内 无 直线 . 

至 于 所 要 求 构造 的 直线 序列 可 这 样 产 生 ， 令 全 体 有 理 数 
(因为 是 可 列 的 ) 为 

Eis Eas .Te 

WERL: =r} sl. 
这 是 一 列 平行 了 轴 的 直线 。 可 知 任何 圆 必 定 要 与 这 些 直 线 中 的 
某 一 条 相遇 。 

OR AAP) 与 Q(z) 是 全 实 轴 上 的 连续 函数 ， 因 为 方 


程 

P (@) = Q(%) 
无 实数 解 ， 那 么 意味 着 要 人 么 

Pm) >Q (2), — eo <@< + co (1) 
要 么 P“) <Q(), 一 so<cs<+ce， (2) 
不 失 一 般 性 可 设 (1) 成 立 。 因 此 若 方程 

PEPE) =C (3) 
有 一 实数 解 C， 亦 即 


PCP (0)] = Q(Q (e) 3, 
JEZ #P(Q(a) 22>Q(Q(a)) = P(P(a)3>Q CP(a)3 =P), 
这 样 — PrQ(a))> PrQ (o) 3, 
也 就 得 出 了 矛盾 ， 所 以 方程 (3) 无 实数 解 ， 
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ORÈ- JAFAR, Wika LEHRE. RI 
MOD, @, @, SEREN ;图 圈 中 的 数字 表示 各 队 的 编号 ， 
MRAKA, © ©, 0, ©, © 0 OMN, MER 
THO, ©, OEM A., WO, © 9, © ONER iH, 
那么 此 天 的 安排 就 记 为 

4= (@, ©, @, ©, 1O, © ®©. (1) 
再 若 我 们 用 4 k&oRHO, @, ©, ©, @TEË HW RIY E GS, 
BRAO, ©, @= EX PCJ kI S 6, Ej 

A= (@, @, @, @, D}, 

B= {®@, ©, ®©, 
那么 (1》 式 中 的 表示 亦 可 记 为 

d= (41B)。 

对 (1)》 式 中 的 表达 式 ， 其 实际 涵义 是 
@, @, D, 6); lð, @, @) 
= (QD U (@|@) U (@|@) U OID U (DIO) 

U (QI) U (@!@) U (@|@) U (@!@) U (@|@) 

U (@!@) U (@|@) U (WI) U (@!@) UOD. 

像 上 式 中 {G1@} 之 类 的 形式 ， 即 (412) ， 其 中 4 和 有 都 是 
只 有 一 个 队 的 集合 ， 我 们 称 之 为 一 个 单元 。 像 安排 4 就 包含 15 
个 单元 。 

WRA n +E O, @, eee ， n, P) K — 4 m X. B$ Z HE 
ad;，d,，…，d,»,。 我 们 称 这 个 安排 是 满足 全 面 现 摩 要 求 的 ， 
AMHER JE{1, 2, en n}, i=j, — EEH — dr 
|<k=<=, {E 

Cilj) Edp 
我 们 用 f (%) 表示 对 % 个 队 在 满足 全 面 观摩 要 求 之 下 最 少 的 安排 
天 数 。 下 面 我 们 要 证 明 一 系列 引 理 . :这 些 引 理 在 往 下 的 论证 过 
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程 中 是 都 要 用 到 的 . 


引 理 一 ”如 果 安 排 
d, =(À,|B,), d; = (A,1B,), es sdn = (Apl Bm) 
是 满足 全 面 观摩 要 求 的 ， 那 么 安排 
a5 |A), d,’ = (B |Á), ese ; 
= (B, A ,) Jy W E 2: BUMN ME S: R ÉS ¿ix 4- 
RETRA 


证 明 只 要 证 明 对 jE (1, 2, =n my, ixj, 存在 某 个 

&， 使 | | 
GD Edy 

就 行 了 。 因为 对 (712)， 存在 Gu， 使 
(OD €d,= (A,|8,). 

这 样  j¿€A, ¿€B,, 

所 以 GLH € (Bel de) = g! ;, 

引 理 二 对 2 和 "和 6， 我 们 有 


n | 1s | 418 






tm | z2ļsļalļafa 


证 明 Hn, AA OIDAODREER -RAAE 

H, WAF =2。 其 中 
di = (DI®), d, = (ID) 

是 满足 全 面 观摩 要 求 的 唯一 一 种 安排 。 

对 ”=3， 因 为 只 有 两 种 类 型 的 安排 : 

类 型 甲 演出 是 2 个 队 ， 观 众 是 1 个 队 。 

类 型 乙 ” 演 出 是 1 个 队 ， 观 众 是 2 个 队 ， 

但 是 不 论 对 类 型 甲 或 是 类 型 乙 ， 其 包含 的 单元 都 是 2 个 。 
而 在 m= 3 时 ， 总 共有 3X2= 6 个 单元 ， 所 以 至 少 要 安排 3 天 ， 
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同时 ， 我 们 也 确 是 存在 一 种 安排 ， 它 满足 全 面 观摩 要 求 ， 同 时 
天 数 是 3 天 ， 


:= (QI @, @), 
ee D), 
d, = (@|@, D. 
此 外 还 有 一 种 安排 ， 它 是 
e = (@, 00, 

fa ©, 0l®), (2) 
e Ú = (Q, 010). 


容易 看 出 ， 第 一 种 安排 是 第 二 种 安排 的 对 侦 。 
对 n= 4， 因 为 共有 三 种 类 型 的 安排 ， 
RAF ”演出 是 3 个 队 ， 观 众 是 1 个 队 。 
ZWZ ”演出 是 2 个 队 ， 观 众 是 2 个 队 。 
类 型 两 演出 是 1 个 队 ， 观 众 是 3 个 队 . 
在 类 下 甲 和 两 中 ， 所 含 单元 都 是 4 个。 而 在 类 型 乙 中 ， 所 
含 单元 是 4 个 。 而 对 = 4 。 总 共有 4x 3 = 12 个 单元 ,如 果 能 用 
三 天 安排 得 满足 全 面 观摩 要 求 ， 那 一 定 是 每 天 的 安排 都 是 类 型 
乙 的 。 不 失 一 般 性 ， 总 可 (通过 队 之 间 编 号 的 置换 ) 使 
d, = (@, @!@, ©), 
如 果 d, = (A, |B), 
其 中 4, 和 B, 都 是 两 个 队 的 集合 ， 如 果 
A, n 1, @ = 空 集 合 ， 
亦 即 A,=1@, ©, 
即 d, = (@, O., . 
那 末 在 最 后 的 安排 4, 中 不 可 能 同时 将 (四 |@)，( 回 |@) 这 两 个 
单元 都 包 人 洁 进 求 。 因 此 产生 矛 层 。 余 下 的 只 能 是 
4, n (b, 图 } = 一 个 队 ， 
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不 失 一 般 性 ， 可 设 

A, = { 加 ，@@}， 
即 4 = (@, @|@, @). 
因为 4 和 9, 有 一 个 公共 的 单元 (加 |@@)， 因 此 d, Wd, 58 T 7 
个 单元 ， 在 第 三 天 的 安排 G, 中 至 多 只 能 含有 4 个 单元 ， 所 以 无 
论 如 何 总 有 一 个 单元 在 d,，Q, 和 d, 中 都 没有 ， 因 此 与 全 面 观 库 
的 要 求 不 符 。 所 以 4) >3。 但 确实 存在 四 天 的 安排 ， azi 


足 全 面 观 靡 要 求 ， 如 
d, = (Q, @|@, @), 
d, = (@, DiD, ©), 
d, = (®, @|@, D, (3) 
d, = (0, Dl, ®©). 
因此 f (4) =4. 


在 %= 5 时 ， 因 为 总 共有 5 X4= 20 个 单元 ， 而 每 天 安排 的 类 
型 至 多 只 能 占有 6 个 单元 ， 所 以 无 论 如 何 总 有 f (5) >>3。 但 从 
男 一 方面 确实 存在 一 个 四 天 的 安排 ， 使 之 满足 全 面 观摩 要 求 ， 
这 个 安排 可 以 是 
d, = (@, ið, @, ©), 
d = (@, @|@, ©, ®), 


d, = (Q, ©, @|@, ®©), (4) 
d, = (@, @, l0, D). 
因此 f (5) =4, 


在 n= 6 时 ， 因 为 总 共有 6 x 5 = 30 个 单元 ， 而 每 天 安排 的 类 
型 至 多 只 能 占有 9 个 单元 ， 所 以 无 论 如 何 总 有 f (6) 汪 3, 但 从 
另 一 方面 确实 存在 一 个 四 天 的 安排 ,使 之 满足 全 面 观 摩 的 要 求 ， 
这 个 安排 可 以 是 


:= (0, ©, @!@, ©, @), (5) 

d, = (@, @, ig, @, ®©), 

d, = (@, @, ©@|®, @, ©). 
因此 f (6) = 4， l l 

对 于 这 种 每 天 安排 我 们 可 以 用 一 种 几何 图 形 的 形式 来 表 

未 。 以 m= 5 为 例 。 我 们 绘 出 一 5 x 5 的 棋盘 格 , 横 向 表示 演出 队 ， 
竖 向 表示 观众 队 。 如 果 (1 | 了) Ed， 那 么 我 们 就 将 横向 第 + 条 
与 竖 向 第 j 条 交汇 的 方 格 绘 以 斜 影 ( 见 图 一 的 第 一 个 图 )。 图 一 
中 就 给 出 了 (3) 式 中 的 四 天 安排 ， 它 们 合 起 来 就 将 整个 5 x 5 的 
棋盘 格 除 主 对 角 线 外 的 小 方 格 全 部 覆盖 ， 这 就 是 “全 面 观 摩 要 
求 ”的 体现 。 


=: ©, lg, ©, ©), 
d 





” 引 理 三 ”在 m= 3 而 且 用 3 天 进行 安排 以 达到 全 面 观摩 的 要 
求 时 ， 总 可 以 在 队 的 编号 之 间 进 行 一 次 置换 ， 使 得 这 三 天 的 安 
排 是 下 列 之 一 : f 





d, = 010, ®), a= (@, ID, 
-le@ Q (6) |: = @, D1®), (7) 
d, = (@10，@)， ‘= (Q, @1@. 
安排 41,，d,，d, 的 图 示 是 图 二 ， 安 排 c1，cs,c: 的 图 示 是 图 三 。 
注意 在 小 方 格 中 填 的 数字 表示 第 几 天 。 
@ @ @ 
o Jele 
@ | ja 
Ople | 





图 二 安排 d1， d2， d3. 图 三 安排 ei， e>, 23。 


证 明 ”在 引 理 二 关于 n= 3 的 部 份 中 已 经 证 明了 f (3) =3. 
我 们 现在 要 证 明 ， 此 时 三 天 的 安排 只 能 是 两 种 类 型 ， 要 么 全 是 
两 队 演出 ， 一 队 观看 的 ;要 么 全 是 一 队 演出 ， 两 队 观 看 的 ， 因 
为 如 果 有 一 种 安排 ， 其 中 一 天 是 一 队 观 看 ， 两 队 演出 ， 另 一 天 
是 两 队 观 看 ， 一 队 演出 。 那 末 为 了 使 这 两 天 每 天 产生 的 单元 不 
重复 (因为 否则 三 天 所 产生 的 单元 就 不 到 6 个 ) ,这 两 天 的 安排 ， 

h = (Q|@, ®©, ,= (@, ©. 
因为 余下 的 妾 元 是 (@|@) 和 (@| 加 )， 它 们 是 不 能 在 一 天 之 内 
安排 的 。 因 此 这 种 安排 就 一 定 要 大 于 或 等 于 4 天， 所 以 与 原 设 
不 符 。 

余下 的 ， 就 是 如 何 可 以 在 队 的 编号 之 间 进 行 一 次 置换 ， 使 
得 这 些 安排 呈 规范 的 形式 (6) 或 《7)。 这 我 们 通过 一 个 例子 来 
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加 以 说 明 ， 如 
g: = OID, @), 
n= 010. ©, 
J, = ©I0, ©, 
那 末 我 们 可 以 将 这 些 队 的 编号 作 置换 
1 2 3 
G 3 1), 
在 这 置换 后 Jis 9o REPR 图 四 








g= (O Q, ®©), 
fn = @le, D), 
gs = (@|@, ©), 
引 理 四 如果 图 四 中 所 有 非 主 对 角 线 上 的 单元 要 在 三 天 内 
盖 完 ， 那 末 在 Q，@@ 这 三 个 队 之 间 的 三 天 安排 一 定 是 图 五 
这 种 类 型 的 ， 而 不 能 是 图 六 那 种 类 型 (注意 在 图 五 中 1-1，2-2， 
3-3 的 连 线 方向 是 与 较 罕 的 长 条 平行 的 ， 而 在 图 六 中 1-1，2-2， 
3-3 的 连 线 方 向 是 与 较 窗 的 长 条 垂直 的 ) 。 
证 明 因为 由 引 理 三 可 知 ， 就 由 ，@@， 图 这 三 个 队 之 间 要 
在 三 天 肉 满 足 全 面 观摩 的 要 求 ， 那 么 只 能 要 人 么 是 图 五 中 那 种 安 
排 ， 要 么 是 图 六 中 那 种 安排 。 如 果 是 图 六 中 那样 安排 ， 因 为 四 
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KREI 天 演出 ， 所 以 为 了 使 (OID (01 RRA 
盖 ， 所 以 @，@@ 在 第 1 R- EEFJWK. MEO, GEH 2 
天 和 第 3 天 也 都 要 作为 观众 。 因 此 无 论 如 何 (OIO 与 ¿@| 
O 就 不 能 被 覆盖 了 。 而 在 图 五 那 种 安排 下 ， 确 实 存在 一 种 安 
排 ， 使 图 四 中 的 非 主 对 角 线 单元 全 部 被 覆盖 掉 〈 见 图 七 ) ， 

d, = (@, @, @l@, ©), 

fa = @, l0., © ©), 

d, = (@, ©, @, ©). 

引 理 五 ”如 杂 在 图 八 中 非 主 对 线 上 的 单元 要 在 三 天 内 覆盖 
完 ， 那 么 在 三 天 之 内 的 安排 只 能 是 图 九 中 那 种 类 型 ， 而 不 能 是 
图 十 .图 十 一 和 图 十 二 中 那 三 种 类 型 。 (注意 在 图 九 那 种 类 型 中 ， 
左边 的 1-1 连 线 方 向 是 水 平 的 ， 而 右边 的 1-1 连 线 方 何 是 竖 直 





图 七 图 八 


证 明 因为 由 引 理 三 可 知 ，@， 名 ，@ 三 个 队 在 这 三 天 内 
的 安排 只 有 两 种 类 型 ， 辐 样 ， 久 ，@，@ 三 个 队 在 这 三 天 内 的 
安排 亦 只 有 两 种 类 型 ， 这 样 相互 组 合 起 来 就 构成 了 图 九 ,图 十 ， 
图 十 一 和 图 十 二 四 种 情况 ， 因 为 对 Q, © @= 4 Ë. SA, 
加，@ 三 个 队 之 间 的 措 配 情况 且 前 已 成 定局 ， 可 根据 每 种 情况 
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图 十 二 


图 十 一 








图 十 四 ”由 图 十 推算 而 得 


由 图 九 推算 而 得 


图 十 三 
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图 十 五 由 图 十 一 推 车 面 得 ”图 十 六 ”由 图 十 二 推算 而 得 
推算 出 来 ， 图 十 三 ， 图 十 四 ， 图 十 五 和 图 十 六 就 填 出 了 这 种 推 
算 ， 由 图 上 可 看 出 ， 只 有 在 图 十 三 中 ， 中 ， 凶 ,图 三 个 队 与 由 ， 
@， 轿 这 三 个 队 之 间 前 9 个 单元 在 三 天 内 是 被 覆盖 的 ， 所 以 只 
有 图 九 中 安 厘 是 满足 要 求 的 。 

HWE f(11) =6、 

FWE 7(LD) 委 6， 

即 我 们 首先 构造 一 种 6 天 的 安排 ， 使 11 个 队 之 词 能 达到 全 而 观 
BRER, KKH: 

d, = (0.8.9.0.010.0.0.09.0. 0), 

d,= (©.0.0.9.0.010.0.0:0.0) 

d, = 02:0.090.910.9-090.9,. 0s 

d, = @,@,@, 0,00, eo... e.) 

d, = 00.0:.0.0:.010.08.0.0.0), 

d, = .0.0.8.0.010.9.0.0. 0), 
这 个 安排 是 如 何 构造 出 来 的 昵 ? 其 中 q iid EED: 0,0, 
第 3 天 开始 就 不 必 考 虑 这 两 组 成 员 “ 跨 组 ”的 观摩 ， 而 只 要 考 
虑 各 “组 内 ”的 观 产 ， 所 以 di Ad, 是 起 一 种 “割裂 ”的 作用 。 
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使 把 一 个 m= 11 的 问题 分 解 为 两 个 问题 ， 一 是 m= 5 的 问题 ,一 个 
是 mn=6 的 问题 。 因为 在 引 理 二 中 我 们 研究 过 n=5， %=6 责 种 情 
况 ， 得 到 / (5) =4=j(6)， 而 且 已 构造 出 具体 的 安排 ( 见 (4) 式 
MOR ,所 以 就 可 将 这 些 安排 拿 来 就 用 。 所 以 在 Qu，d ,ds， 
de 中 所 产生 的 “ 垮 组 ”观摩 与 d,，d: 之 间 的 单元 是 重复 的 ， 是 
副产品 , ( 正 象 两 组 之 间 各 自 安排 演出 ， 而 使 用 同一 剧场 那样 ! ) 
往 下 要 证 了 (11) >5, 

即 不 可 能 在 5 天 之 Pa fE A E EOR EA 我 们 用 反 
证 法 ， 基 如 果 存 在 一 个 5 天 的 安排 o ， 必 2， dss ú,, dgs EE 
们 满足 全 面 观摩 的 要 求 。 设 

di =(A,|B,), Al =m, |B,] =n; 

d, = (A,|B,), |4,| =m,, |B,| =m 
其 中 14:1 =m SESA, 的 队 的 数 是 是 mi:， 余 网 。 注 意 

m, +m, =11, m, +m, = 11, 
wa BNB = 人， [和 | = 
这 样 我 们 从 图 形 上 来 看 一 下 di，9: 的 表示 《〈 史 图 十 七 ) ,不 失 一 
B, RETE B 中 的 队 安排 在 图 十 七 中 演出 栏 的 右 侧 。 同 
样 不 失 一 般 性 ， 可 使 人 中 的 队 安 排 在 图 十 七 演出 栏 中 已, 的 左 
侧 , 这 样 在 图 十 七 的 图 未 中 所 标的 数字 表示 各 集合 中 队 的 数 且 。 
绘 有 和 斜 影 的 部 份 即 是 d,，9s， 而 未 绘 余 影 的 部 份 分 别 编 为 T， 
I, X, RIR, 
HERTE RI, L L VEREER, 边 长 分 别 为 
11+9-n9 一 m2 n,- 0, Ó, n, —- Ó, 这 是 因为 

© 0 mi tòn, = ll- n tòm, =11+à-—n,- n 

Zi. Ayd sea: 已 经 用 了 2 天， 那么 余下 的 只 有 3 天 ,而 在 这 
3 天 中 要 把 工 , 于,，……，* 玉 这 9 块 中 非 主 对 角 线 上 的 单元 全 部 覆盖 
掉 * 因 此 在 1， 开 ， 政 ， 才 这 四 块 的 每 一 块 中 ,也 都 瑞 在 3 天 之 
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Baha. BN I, 1, H. W lliu hip h P. 6 E 
合 就 是 观众 队 的 集合 ， 再 因为 1(3) =3, f4) = 4, 以 及 % 之 4 时 
f @) >4, 所 以 一 定 有 














-e 








li +ò- n -n 3, (8) 
n, — <3, . (9) 
5<3, (10) 

| n,- 0 <3, (11) 


将 (9)， 《10)， (11) 三 式 相 加 ， 得 到 n, +n -òK ` 
而 (8) 式 即 8<m+mn,- 0, 

BKN +m, — Ò, 
因此 只 有 两 种 可 能 ，m +n = 88R9. En, +w, Š =9BJf, — 
定 同 时 有 mw -5=3，5=3，mi -5=3。 亦 即 'w =6，5= 3， 
ns =3， 而 在 n +m, -5=8 时 ， 总 共有 三 种 可 能 ， 一 


n, 一 S=2， 0 一 535=3， n, — b =3, 
faza, ó=2, js 

n 一 =3; ni 一 S=3s ni 一 =2。 
ní = 6, ñ í = 9 n = 


ai fm =5, fm =s, fm =, 
ò =3; ô =2; 35= 3. 

ĦAX n =6, n =5，8=3 时 ， 其 对 偶 〈 即 di" = (B, |4), 
d,' =(B:14:) 为 n, = 5, m =6，5=3. 这 是 因为 

A, = 了， A,= B,, A, nÀ, = B, nË, = (B,UB.) ， 
其 中 4 表示 集合 4 的 余 集 合 。 再 因为 mw =5，ns = 5，5= 2 时 ,其 
对 偶 为 mw =6, n =6，5=3。 再 由 引 理 一 可 知 ， 我 们 现在 为 了 
证 明 对 11 个 队 ，5 天 安排 不 能 满足 全 面 观摩 的 要 求 ， 所 以 只 要 
证 明 对 n =6，m, =6，9=3， 以 及 mi =5,ms =6，5= 3 这 两 种 
. 情况 是 不 可 能 的 就 行 了 ， 

En, = 5， n, = 6，5 = 3 的 情况 ”其 图 示 见 图 十 八 ， 对 有 丰 ， 
W, V 3 块 来 看 ， 由 引 理 四 可 知 ， 在 第 页 块 上 的 安排 只 能 如 图 
TARR BSN IKV 3 块 来 看 ,由 引 理 四 可 知 ， 在 第 I 块 上 
的 安排 只 能 如 图 十 九 所 示 。 这 样 对 第 下 块 来 看 ,由 引 理 三 可 知 ， 
只 能 是 两 种 安排 ， 要 么 是 图 计 中 那样 ， 要 人 么 是 图 廿 一 中 那样 。 
如 果 是 图 十 中 那样 安排 ， 那 么 对 正 ， 政 ， 枫 3 块 来 看 ， 就 与 引 
理 五 的 结果 相 违 背 。 如 果 第 下 块 按 图 甘 一 中 那 祥 来 安排 ， 那 么 
对 工 ， 下 ， 开 3 块 来 看 ， 就 与 引 理 五 的 结果 相 违 背 。 因 此 得 到 
TFE, Mn =5, m = 6，5= 3 是 不 可 能 的 。 

在 "=6，% =6，5= 3 的 情况 ”其 图 示 见 图 甘 二 。 对 本 ， 
I, W 3 决 来 看 ， 由 引 理 四 可 知 ， 在 第 王 块 上 的 安排 只 能 如 图 
甘 三 所 示 . HHI, WN, W 3 块 来 看 ， 由 引 理 四 可 知 ， 在 第 夏 
块 上 的 安排 具 能 如 图 甘 三 所 示 。 这 样 对 卫 ，、 夏 ， 下 3 块 来 看 ， 
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他 们 就 与 引 理 五 的 结果 相 违 背 ， 所 以 mw = 6, n =6, Š = 3 的 情 
况 是 不 可 能 的 。 
至 此 我 们 完全 证 明了 f(11) =6， 苑 对 11 个 队 而 言 ， 要 安排 
它们 之 间 会 面 观摩 ， 至 少 得 6 天 。 
解法 二 ”在 解法 一 中 ,我 们 是 根据 每 天 将 所 有 的 队 分 成 “ 演 
出 ”与 “观众 ”两 大 类 ， 将 这 种 关系 作为 我 们 讨论 的 基础 ， 在 
本 解法 中 ， 我 们 将 这 种 关系 采用 另 一 种 形式 来 表达 ， 即 将 每 天 
的 日 期 第 1 天 ， 第 2 天 ，…… 作为 一 种 “参数 ”, 如 果 有 人 @， 
@, © ONAK, # 1 天 是 使， 四 演出 ， 第 2 天 是 中， 回 演 
出 ,第 3 天 是 中 , 四 演出 ,第 4 KEO @@ 演 出， 那么 我 们 就 记 为 
A, =4{2,3}, 4,=1{2,4}, Á = 114), A,= {1,3}. 
其 中 A = {2,3} 就 表示 第 一 个 队 在 第 2 天 ， 第 3 天 演出 , 而 在 
第 1 天 ， 第 4 天 作 观 众 ， 所 以 在 这 种 记 法 上 ， 日 期 是 起 着 一 种 
“参数 ”的 作用 ， 队 与 队 之 间 是 否 有 观摩 的 关系 是 蕴含 在 各 队 
的 演出 日 期 这 种 安排 之 内 的 。 
i, REMEK, FRE 
M =41,2, =", m. 
HAKA nA, EARR IH HEMAT, WA 
4a na MAHTRA A,, A,, °°. Ane 
我 们 有 下 列 引 理 六 。 
引 理 六 下列 各 点 是 相互 等 价 的 ， 
(i) 安排 4,， dats 4 是 满足 全 面 观 摩 要 求 的 ， 即 每 个 队 
可 以 至 少 观 看 其 它 任 何 一 个 队 的 演出 一 次 。 
Gi SHE ISHK ¿= g, 


—(2 
Ad; + 不 是 空 集 。 02) 
GO 其 中 A 表示 A 的 余 集 . 
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《iii 对 任何 [<i jn 4 j . 
ASARRE. . (13) 

证 明 ”出 (能 推 得 (iD ， 因 为 如 果 4; 4; 是 空 集 , 那 么 就 不 
存在 第 ?个 队 观 看 第 ?个 队 演 出 的 情况 ， 这 就 与 全 面 观摩 的 要 求 
不 符 。 

由 (i) 能 推 得 Gii)， 因 为 如 果 4 握 4; 成 立 ， 那 么 4 入 4;， 
因此 4;4;S4;4;。 因 为 4;4; 是 空 集 ， 因 此 4;4; 是 空 集 ,这 就 与 
(12) 式 不 合 。 ' 

由 (iii) 能 推 得 ( ,因为 如 果 第 i 个 队 始终 看 不 到 第 j 个 队 的 
演出 ， 这 就 意味 着 第 5 个 队 在 演出 时 ， 第 纪 个 队 也 在 演出 ， 所 
BASA; 这 就 与 (13) 式 不 符 ， 因此 4,， Az, `... 4, 是 满足 
全 面 观摩 要 求 的 。 

因此 可 知 若 4,，-…，4， MARATANER, 那么 由 
DRWA, Wij, Az Aj. 

与 解法 一 中 的 引 理 一 相仿 ， 这 里 有 对 偶 原理 的 另 一 种 表达 
形式 ， 这 就 是 

引 理 七 #4, A,, e A 是 满足 全 面 观摩 要 求 的 ， 那么 
Å, 4,,…， Åp 亦 是 满足 全 面 观摩 要 求 的 . 

证 明 这 是 因为 对 1<ij<， jj。 

AA; = A A; = A; Å; 
不 是 空 集 ， RA, ntra 4, 满 足 全 面 观摩 要 求 的 。 

现在 证 期 f(11) =6.f 注 DD o. 

首先 我 们 构造 出 一 个 安排 Al， Års °°”, A. 其 中 的 
M= (1, 2, 3, 4, 5, 6}, 加 
使 之 是 满足 (13) 式 的 。 今 取 


ED 关于 函数 J(n) 的 定义 ， 请 见 本 题解 法 一 开头 的 一 段 。 
1S9 


Ai={1, 2}, A,= 11, 3}, As =í1, 4}, A,= {1, 5}, 

As ={2,，3},A。={2,，4}，A,={2，5}，A。 = (3, 4}, 

A, =í3, 5, A, ={t4，5j， A, =í65. 
显然 这 一 组 4; 是 满足 (13) 式 的 。 因 此 f(11) <6. 

往 下 再 证 明 对 

M’={1, 2, 3, 4, 5) (14) 

是 无 法 构造 出 41,，4,，…，4,， 使 之 满足 全 面 观摩 要 求 的 、 
我 们 用 反 证 法 ， 即 设 4,，4,，…4, ,都 是 (14) 式 的 子 集 , 但 是 
满足 全 面 观摩 的 要 求 。 

首先 我 们 证 明 |A GED, 1<%<11. 这 是 因为 车 有 一 
44，14i| = 1， 不 妨 可 设 14,| =1. 和 4;, = {1}, 这 样 由 引 理 六 的 
(13) 式 可 知 ， Az, sA ,中 都 不 包含 有 {1}， 因此 4,…4,1 是 10 
个 

M!!={2, 3, 4, 5} 
的 子 集 ， 它 们 对 对 :是 满足 全 面 观 摩 要 求 的 ， 我 们 接着 要 证 明 
14i| 半 1，3，2 志 ;人 <11. 这 是 因为 若 有 一 2 和 和 11， 使 14 
= 1 不 失 一 般 性 , 可 设 |4,1 =1 和 4, = {2}. 这 样 4,， "A411 这 9 
个 集合 中 就 都 不 包含 有 {2}， 因 此 4s，4,，…41 1 是 9 个 
M:'11= 43, 4, 5} 

的 子 集 ， 它 们 对 于 :是 满足 全 面 观摩 要 求 的 ,但 因为 妈 ! :的 所 
有 真子 集 总 共 只 有 6 个 ， {3}。{4},，{5}，{3，4}，{3,，5}s 
{4，5}， 因 此 4,，…，41; 中 必定 有 两 个 是 一 样 的 , -这 就 导致 
了 矛盾 。 因 此 14i1 关 1，2 委 i 委 1!1。 同样 ， 若 有 某 一 2 < < 
11， 使 141=3， 那 么 不 失 一 般 性 ， 可 设 14:| =3 以 及 4, = {2， 
3, 全 ,这 样 4,，A4,，…411 这 9 个 集合 就 只 能 是 15}，{2，5}， 


C 注 ”1 A 1 表示 集合 4 中 队 的 个 数 。 。 
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43, 5h, (4, 5}, {3,4,5}, (2, 4, 5}, 42, 3, 5} 这 7 个 集合 
中 的 某 一 个 。 这 又 产生 了 矛盾。 因此 141<3，2<4<11. 因 
此 我 们 有 i 
14;| = 2， 2<1<11, o 
但 因为 形 二 的 所有 只 包含 两 天 的 子 集合 , 总 共 只 有 6 个 ，{2,3}， 
{2，4}，{2，5}，{3，4}，{3，5}，{4，5)， 这 又 导致 4 
Ás, 9 4 中 会 有 两 个 是 一 样 的 ， 这 又 产生 了 矛盾 。 Br), 
|A,|3=1, 1<i<l1. (15) 
同样 lAl. Igi<11, (16) 
这 是 因为 A ;，4 ,，…，4 ,1 也 是 对 必 满 足 全 面 观 摩 要 求 的 
( 见 引 理 七 ). 所 以 1|4 ll <i. 但 因 |4:| =5- Als 
所 以 (16) 式 成 立 ， 
所 以 现在 只 可 能 是 
|4;| =2, 3, 1<<11. 
RIRA, =, A ,中 有 PP 个 是 |4| =2 的 , 而 有 g 个 是 14| = 3 
p+g=11. (17) 
我 们 先 证 g 之 6, EI 3y7<5, WAA 06 fegq<2#ig2> 3 


这 两 种 情况 .因为 履 的 只 包含 两 天 的 子 集 合 总 其 只 有 ( 2 ) = 10 


个 ， 因 此 若 2 = 10， 那 么 g = 1。 而且 那个 只 有 三 天 的 子 集合 必 
定 要 包含 这 10 个 只 包含 两 天 的 子 集合 的 某 一 ， 因 此 这 与 (13) 式 
矛盾 .因此 必定 是 p 委 9 亦 p 之 2. 在 9 = 2 时 ,不 妨 设 14,| = |4,| 
=3， 而 且 4, = {1，2，3}， 那 么 对 4,， 可 能 与 4, 相 交 只 有 一 
天 ， 也 可 能 与 4 相交 有 两 天 ,在 前 者 之 下 ， 可 设 4, = {3,4, 5}， 
这 样 4, 和 4, 就 包含 了 {1，2}，{2，3}，{1，3},. {3，4}，1{3， 
5)，{4，5} 这 6 个 两 天 的 子 集合 。 所 以 和 中 两 天 的 子 集 合 都 不 
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能 取 这 6 个 , Br lH 3 F44uf By. N, p<4. 这样 11 =p 
+g<d4+2=6， 就 产生 了 了 矛盾。 在 4: 与 4, 相交 是 两 天 的 情况 
下 ， 可 设 4, = {2，3，4}。 这 样 4, 和 4, 就 包含 了 {1，2}，2， 
3}，{，3}，{2，4}，{3，4} 这 5 个 两 天 的 子 集合 , 因此 2 
<5 因此 11 = p+g5+2=7, 也 产生 了 矛盾 ,所 以 9 之 3. 在 此 情 
况 下 ,可 设 |4,|= |A,|=|4,|=3, 而 且 仍 可 设 4 = {1,2,3}， 
,= {3，4。5} 或 人 2，3，4}。 在 4, = {3，4，5} 时 。 因 为 如 果 
4, 的 3 个 两 天 子 集合 都 是 在 条，2}，{1，3}, {2，3}，{3， 4, 
{3，5}，{4，5} 之 中 ， 那 么 这 3 个 两 天 子 集合 ， 必 定 在 {1 2)» 
{1，3}，{2，3} 那 一 组 中 或 在 {3，4，{3，5}，{4，5} 这 一 组 
中 ， 而 且 其 中 必定 有 一 组 有 4s 的 3 个 两 天 子 集合 中 的 某 两 个 。 
这 就 导致 4, = ARA = 4,， 也 就 产生 了 矛盾 。 在 4: = {2，3， 
外 时 ， 亦 会 产生 类 似 的 矛盾 。 因 此 4: 的 三 个 两 天 子 集合 加 到 
HA 和 4: 各 个 的 两 天 子 集合 所 产生 的 组 中 去 时 ， 至 少 要 使 这 
个 组 增加 一 个 新 的 两 天 子 集合 .因为 由 4, 和 4, 和 名 个 的 两 天 子 集 
合 起 来 至 少 有 5 个 天 两 子 集合 ， 因 此 由 4,，4, 和 4 各 别 的 两 天 
子 集合 合 起 来 时 至 少 有 6 个 两 天 子 集合 , 由 引 理 六 的 (13) 式 可 
知 ， 这 就 导致 2 入 10-6=4， 因 此 9Y 志 11-4=7. 这 与 原 设 9<5 
矛盾 、 因 此 必定 有 
g>6. (18) 
5— Jü, RNEER >60, 这 是 因为 车 p5， 那 末 有 可 


能 p<2 和 p>3. 因 为 M' 的 只 包含 三 天 的 子 集合 总 共 只 有 ( ) 


= 10 个 ,因此 着 g= 10， 那 么 p=1， 而 那个 只 有 两 天 的 子 集合 2p 
定 要 被 包含 在 这 10 个 只 包含 三 天 的 子 集合 的 某 一 中 .因此 这 与 
(13) 式 了 矛盾 .因此 必定 是 9<g， 亦 即 p 之 2. 在 p=2 时 不 妨 可 设 
l4l= l4: | = 2， 而 县 4,= 人，2). 而 4,, 不 失 一 般 狂 ,有 可 能 
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是 {2， 3} 或 者 是 {3， 4}, ÆA, = 42, 3} 时 , 4,， .... A... 中 就 
不 可 能 取 {1，2，3}，{1，2，4}，11，2，5}，{12，3，4) 1{2， 
3, 5} ,因此 4,,…， 4 只 能 取 10- 5 = 5 个 三 天 的 子 集合 .因此 
As, ety A :中 一 定 有 两 个 相合 这 就 导致 了 矛盾， 在 4, = 13, 
4 时 .也 会 产生 类 似 的 矛盾 , 因此 p 之 3. RITEM |= |4:| = 
14,| =2. 对 4,， Az, A,, 不 失 一 般 性 ， 它们 不 外 乎 是 下 列 四 
种 类 型 的 某 一 : 

WE 4,={1，2}，4， = {2，3}，4a = {14，5}3 

类 型 乙 A,= (1, 2}, A, = {2, 3}, A, = (3, 4}; 

类 型 丙 A,=11, 2}, A,=42, 3}, 4 = (3, 1}; 

类 种 丁 A ={1, 2k, A,= (2, 3}, A,=12, 4}. 

KERAM EELK, mA, 4 4 都 是 两 天 的 子 集合 
因此 4,;,，4,，A, 中 必定 有 两 个 是 相交 的 缘故 . 

在 类 型 甲 之 下 ，4; 中 那些 三 天 的 子 集合 是 不 能 取 {1,2, 3}， 
{1, 2, 4}, (1, 2, 5}, {2, 3, 4}, (2, 3, 5}, {4, 5, 1}? 
{4，5，2}，{3，4，5} 这 8 个 子 集 合 的 ， 

在 类 型 乙 之 下 ，4; 中 那些 三 天 的 子 集合 是 不 能 取 {1,2,3}， 
(1, 2, 4}, {ls 2, 5}, 12, 3, 4}, (2, 3, 5}, {ls 3, 4F/, 
13，4，5} 这 ?个 子 集合 的 ; 

在 类 型 两 之 下 ，4i 中 那些 三 天 的 子 集合 是 不 能 取 {1,2,3j}， 
11, 2, 4}, {1, 2, 5}, 12, 3, 4}, (2, 3, 5h (1, 3, 45, 
{1，3，5} 这 7 个 子 集合 的 

在 类 型 丁 之 下 ，4; 中 那些 三 天 的 子 集合 是 不 能 取 {1,2, 3}， 
11, 2, 4}, {1, 2, 5), {Ls 3, 4}, {1, 3, 5}, (1, 4, 5} 
这 6 个 子 集合 的 。 

因为 不 论 在 哪 种 类 型 下 ，4; 中 那些 三 天 的 子 集合 至 多 只 能 
在 10- 6 = 4 个 子 集合 中 取 ， 这 就 导致 了 9<4， 因 此 2 之 7 这 就 与 
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原 设 p<<5 矛 盾 .因此 必定 有 
p2 6, (19) 
现在 (18) 式 和 (19) 式 是 矛盾 的 ， 因 为 P+g= 11, 所 以 我 们 
可 知 不 可 能 对 MM/ = 11, 2, 3, 4, 5} 构 造 满足 全 面 观 摩 要 求 的 
4 ,4,,…A4,，;、 亦 即 f(11) 守 5; 因 此 
| f(11) =6. : 


澳大利亚 1981 年 (第 一 届 ) 数 学 竞赛 题解 
f 第 一 试 
DR ”我们 将 小 于 100 的 50 个 奇数 1，3，5，，…，49，51， 
53, +, 97, 9928264 482A., A,, … Alass A,,. BB E 
A, = (15, 
A, ={3, 99}, A = 15，97}，…，4di= {2 — 1,103- 2} 
e. Azs = (49, 53}, | 
Azs ={51i}. 
SEB = {bb 1008932, H AFE], i27}, 38 
末 我 们 要 证 明 ，B 中 至 少 有 两 个 数 ， 他 们 是 落 在 同一 个 4; G< 
bx25) 之 中 的 .因为 如 果 在 每 一 个 4 (2<i<25) 之 中 没有 或 者 
至 多 只 有 一 个 B 中 的 数 ， 那 末 
A,U AsUA,U-.…UA,s 
中 就 至 多 具有 上 B 中 的 24 个 数 ， 再 因为 4 与 4:。 都 只 是 含有 一 个 
数 ， 这 样 
A, U A, UA, U U A,, U A,, 
中 就 至 多 只 有 B 中 的 26 个 数 。 但 
A UA, UA, U = UAzs Uze DB; 
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放 这 与 B 中 有 27 个 数 这 一 点 相 了 矛盾 、 这 样 我 们 就 证 得 了 BB 中 有 
某 两 个 数 ， 它 们 落 在 同一 个 4，(2<<s 亿 25) 之 中 。 但 因为 每 上 
个 4 i25) 中 的 两 个 数 ， 其 和 都 是 102， 所 以 我 们 就 证 


得 了 (a. 
如 d= fo ADT 00ER, 互 不 相同 ， 1<i<26, l : 
而 且 其 中 任意 两 个 之 和 不 等 于 102， 
那么 对 每 一 个 2<j<<25，C 由 4; 中 ， 至 多 具 能 有 一 个 数 ， 因 为 
否则 就 要 与 C 中 任意 两 个 之 和 不 等 于 102 这 一 点 相 矛 Jš. 这 样 
ON GCA,U AsU:…U 4,.) 
就 至 多 有 24 个 数 、 但 因 
QTA, UA, UA, U- UA, UA, 
而 且 C 中 有 26 个 数 ， 所 以 一 定 有 
{1} = A, CO, 和 {51} = A. , CO, 
HEECH- CK 之 交 一 定 是 一 个 数 ,所 以 要 构造 
集合 C， 唯 一 不 确定 的 是 ， 在 每 一 个 4 (2<i<25) H, AA 
选 此 4; 中 的 哪 一 个 数 作 为 0 的 成 员 , 因 此 我 们 可 以 构造 出 


个 像 C 这 样 的 集合 。 这 就 回答 了 (四 的 问题 ， 
@@ 解 ”我 们 先 要 证 明 一 个 基本 的 不 等 式 ， 那 就 是 在 0 <a 
<1 和 z 为 实数 时 ， 

















o (HZ #Ez€ lai ai Bj <, 
va < ltal D 
+a Cji- tii e€ (aiti ai Eja, 

]1+a’t!is 
我们 现在 证 明之。 我 们 先 给 出 画 数 
f@) = — 


t85 


在 (- ce ，+ce) 上 的 图 形 ( 见 图 一 ). 这 实际 上 是 一 等 边 双 曲 线 ， 
因为 

2ai 

+a 


` f@=1- 


Jt 8 3k EBI ajo, ER 2 Ji 0. MER 
fai) = 0, 
因此 当 %€ Coai+!1，ai) 时 ， 
在 j<i 时 f>, 
在 j>i 时 f(z) 二 0。 





图 一 函数 f(x) = 





— aš 
ËI g 


x 
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图 二 ”j 之 i 时 的 情况 图 三 7<z 时 的 情况 


BEA j> (ARAD) 





ait! 一 Qi i qai 一 Qi ai- qit! 

ar S SS) S pai aira 
-qi 1 -Qi+1l 一 1i 

加 wl<| | l+ait! -i 


而 在 J< ?时 ( 见 图 三 ) 





十 以 





~at 

亦 邵 els 
这 就 完成 了 不 等 式 (1) 的 证 明 ， 

这 样 ， 为 了 证 明 本 题 中 的 不 等 式 ， 我 们 将 闭 区 间 Coe"t!, 1) 
分 成 w+ 1 个 互相 邻接 的 小 区 间 ， 即 

Canti ,1J= Cant! pany U Canan JU +e U Cat, aJU (a,13. 
当 mE [a，13 时 ， 应 用 不 等 式 (1D) (j = 0, 420), AA 
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| -a |<iza g-a? lza? 
Tai l+o |era: | Ta 
2 
因此 《2 一 a-a), (v-a?) +... (VP ~a") 
(To) (2 + a) (V+ an 
`l- ar 
Ika” 





|< 


|== Qn 
m+ an 


i-a 





l+a 


k: 





b l-a? 
l1+a* 


i-a" 
<= 
`j +a”, 


LEZE 


see co, 0 时， 应 用 不 等 式 (1) (j= 1，4i<1 和 4>1y 得 到 








“|< <l-o z= ]< -a? 
lota | l+u, |jpta: | 814 az 
l-a” | 
l+en, 
v-a) (v-a?) (2 一 oan 
因 | 0) ... . (220 
此 (+a) (w+ oa): ($+ mn) 
e l-a" 
i+a"; 


me€ Ca a ) 时 ， 应 用 不 等 式 (1) (j = 2，j<2 和 ?>>2)， 得 到 























多 


|<. 


1— 
l+@ 





l+ aš 





-al 1—o? z-a? | l-a lz 一 as 3 
< H G l-a 
sial Sra” THA? Sira a’ F>. [<i , 
... PRSNE 
' [stan >T Fan’ 
因此 | a) , (2-a?) . . (@- an) l~a? 1-a 
i@+a) ` (G+ G) (w+an) | TITOo Ita 
l-a? c... 120% _ l-a i~a? 1-o? 工 一 Qn 
+a? 1+on 1+a la 17a "Tian! 
SRETEN, aD, Hpoj, 应 用 不 等 式 (1)， 
我 们 有 
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1— ei"! t-al 
Dra , z < Ty "s 7 ] 
tta 1+ G r+ qa 1+ m >+ a 
1-a 
=<— 
< + 
2-9 | Į- Qitl | p-ar 1-a’ 
[stati | >tai? ? [orar| ` 1+ an ° 





ae ER. ETD. a, (一 ar) 














1 ry —— t °= 

(+a) (C++Q2) (+a) (+ ) 
(S-a); TI-o7 l-a! .1-a 1-a! 
(+o | “l+a’? 1+a”! l+a ltoa’™! 
l-a” _ l-a l-a? „lza l-a! 





Tra” Ira +a? ° Ital 1+a 





(t-a)  (@-a*) 7” S-a”) 
EA aro Gera Fa 


国 和解” 我 们 设 此 等 爵 三 角形 的 腰 长 为 mw， 顶 角 BA4O 之 半 
为 c〈 见 图 一 ) ,再 设 PQ 与 加 的 切 点 为 ， 人 RO4 = 6. 我 们 约定 
当 B 点 在 40 的 左 侧 时 ，9 为 正 ， 而 当 点 在 40 右 侧 时 ,6 为 负 ( 在 
图 一 中 的 那 种 情况 ，6 为 正 ). 这样 | 

3B0 = BO = msing, 





<P. É (2) 


PB- BP. + PP,, 


BP, = BOsina = msin?a, 


PP, =0P ig (iet) = BOORatg .. 


469 


E (45° -2t8) =msinacosatg (45° — “= ). 


同 理 


因此 


而 


因此 车 
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Q0, =00,tg (PHE) Op te (45° - St) 


=msinacosatg (45° - 





a—9 
7) 


BP Q? = (msin?a +msinacosatg(45° _ 22") . 





(msin’a + msinacosatg( 45° -2 r 0 )) 





=m*sint acostoa[ tga + tg(45° -2+9 ) (tea + g£ 


2 
(45°- si )). 


(Ey =m?’sin’a 





BP.qo=(P2) ' (1) 


就 是 


tE Bp 


pigi 
此 即 


所 以 若 将 (3 ) 式 代入 (4) 式 ， 那 么 就 是 (2 ) 式 ， 亦 即 ( 1 ) 式 成 


A 
`La 





missinzacoszal tga + ta (a° -2 : 9 ) J(ise 十 tg 
(45° - 27I) )=m?sinta . 


(tease (0- eet elast- 85) 


=] +tg’a, 











tgatg(45° - 240) +tgatg(45°— =) ttg 

(45°- SE. (5-8 ) =], (2) 

B=45°- 919, Y=45° - 85, (3) 
+0 a — 9 


a+B+y=a+45° -2 





+45°———— =90° 
4 2 


a+BB+Y=90° 时 ， 


o ! — 1- tgatgß 
tgy =tg (90° ~ a = B) = 一 一 一 多 一 
gy =tg(90°— a — B) tz + tgb’ 
_ 1- tgatgB 
tgY tea + teB ? 
tgatgB + tgatgy + tgBtgy =i. (4) 


其 逆 成 立 、 亦 即 车 (1) 式 成 立 ， 那 么 PQ 一 定 与 加 相 切 ,为 


什么 呢 ? 因为 若 ( 1 ) 式 成 立 ， 那 么 





BC 
p- (2 2) OD. =0Q = BP,, 
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所 以 P 点 一 定 在 线段 P。4 之 内 ,这 样 BP 一 定 可 以 写成 


PB = msin’a + msinacos atg(45° _ 49 


的 形式 .余下 只 要 证 明 


QO =msin2a + msinacosatg (45° _ s2), 


那么 PQ 一 定 与 画 相 切 ， 因 为 PB，QC 满 足 (1) 式 ， 所 以 








(£y 
=- 32 
Q = PB 
=z f mšsin*a 
msin’a +msinacosaig(45° — sz ) 


mtga 


tga+tg(45° _ 





Ü 
< 





=msinacosa (tga + tg(45° -3 3 )) 





. . 一 
= ?a + atg(45°— Š 
mSIN “G + TnsinG cos g( 2 ). 
B PJ ik A x. 


第 二 w 
OM 设计 =1x2x3x.…Xx915+2Xx3X4XxX.x916+… 
‘+ + 1065 X 1066 X 1067 Xx..* X 1979 + 1066 x 1067 
x 1068 x --- x 1980, : 
我 们 将 到 这 一 和 分 为 两 部 份 : 3S—300M HI N — 915) 项 
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之 和 ， 而 了 ?为 其 后 (1981 -入 ) 项 之 和 ， 其 中 於是 某 一 个 大 于 
或 等 于 1066， 但 小 于 或 等 于 1981 的 整数 ， 即 t 
1066<N=<1981. (1) 
XRAM’ =1x2x3x--x9154+2X3X4X-. X916+-1 
+ (N — 916) x (N — 915) x -= x (N- 2) + (N - 915) 
x(N-914)x-- x (N- 1), 
M” = (N- 914) x (N — 913) x --- x N + (N — 913) x 
(N —912) x -+x (N + 1) + *-* + 1066 x 1067 x 1068 
x.. x 1980. 
注意 N -915<1066 
《得 用 (1) 式 的 右 半 部 ) ,因此 上 述 分 析 总 是 可 能 的 ， 表 注意 上 述 
和 式 中 的 每 一 项 是 由 915 个 整数 相 苹 而 得 ,而 履 ” 中 共有 (1981 ~ 
N) 项 ， 但 
1981- N<915 
(利用 (1) 式 的 左 半 部 )， 因 此 在 "中 每 一 项 一 定 都 含有 因子 
N, KB 
MI 0 modN), 
对 对“ 而 言 ， 我 们 如 果 按 六 为 模 对 其 运算 ， 即 得 
M’'=1X2X3 X- X915+2X3X4X--X916+- 
+(—916) x (— 915) x =- x ( — 2) + ( — 915) 
x (—914) x:…x(~1) 
=1Xx2x3…wXx915+2x3x4Xx…Xx916+… 一 916 
X915x--xX2-915X914x---x1=M/(modN), 
i NNM pE HAENEN R W9 158 —4 
奇数 。 因 此 在 履 ' 中 首尾 对 称 的 项 可 逐 项 相 消 ,再 因 AM 中共 
# ON - 915) 项 ， 而 《一 915〉 是 奇数 或 偶数 要 视 W 为 偶数 或 
奇数 而 定 ， 当 六 为 奇数 时 ，( 广 - 915) ERA, AEM 中 的 所 有 
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项 全 部 相 消 ， AWM: = 0 ， 而 在 六 为 偶数 时 ,(N - 915) 是 奇数 ， 
因此 姥 ' 中 的 所 有 首 忆 相对 称 的 项 全 部 消去 后 , 还 剩 下 中 间 的 一 
项 ， 此 项 的 第 一 个 因子 是 
1+(N-915) N _ ,57 
2 2 , 
而 此 项 的 最 后 一 个 因子 是 


FL 457 +914= T + 457, 


因此 此 时 M = ( - 


asr) x (F456) x x x 
(z +456) x (T+ 457). 

因 在 (Š-437), (X-as), (Z-1), (E41) o 
(Ë +456), (© +457), 


这 914 个 数 中 ， 一 定 有 一 个 数 包 含 因 子 2, BAAM hE 有 
ATL, MAI 一 定 包含 因子 N, REM = 0 (mod N) 综合 上 


述 ， 我 们 得 到 、 


M'=M' . 
- (0, 当 六 为 奇数 ， 
= (T4567) x (Z= 456) x xX x (52456) 


N 
x (+457), 


=-0, (modN), 
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x M=M'-+M"=0 + 0 =0 (modN), 
鲜 解 ”我 们 称 平面 上 这 些 等 边 三 角形 的 预 点 为 节点 。 因 此 
若 4 与 8 是 节点 ， 那 么 8 点 必定 落 在 以 4 点 为 中 心 的 六 个 角形 区 
域 的 某 一 之 内 ( 见 图 一 ) .因此 RA 
AB= lm +neit% |, (1) 
其 中 mm，9% 是 某 两 个 非 负 整数 。 因 此 若 定义 
; D=4{AB]| 4，B 是 平面 节点 }， 
那么 由 (1 ) 式 可 知 ， 若 令 D' 为 
Dr =4|m+mwe5% | |m, n=0, 1, 2, 3, =}, 
那么 一 定 有 D=D', 
现在 我 们 表 要 证 明 集 合 D 亦 
可 表示 为 
D= {Im+rneit' ||m 
=0， 土 ,+ 土 2，:*…，%=0,1, 
2 eeh 
这 是 因为 若 令 
Dr = 4|m +mnei55° | m 
=0, +1, +2, '-, n=0,1, . 图 1 
2, +, 
则 显然 有 D'SD’CSD， 
BAV = D, KED” = D. 
MERMET. B#Æd, €D, d, € D, 
则 要 证 明 d， ° d, ED, 
这 是 因为 由 (2) ATA, — EA 
d,=|m,+mn,eí%%° |, d,=|m,+mn,eš80° |， 
Hmi n. m, n,ë# 9350 8238, JE 


d,d, = |m; +m eit ||m, + ne | 
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= |m m, + (mm, + mm) et Ln nd |, 
但 因 1+e1l20%。=eieo。 
( 见 图 三 )， 因 此 


did; = [mima + (W ma +man maei? + nn (et. 

—1)| 

= |m,m, -nng + (BM, +m, +n). | (3) 
因为 Gmm, —n in.) ERR, Om, + min, tnm) 是 非 负 整 
数 ， 因 此 didy € Dr = D. 
这 就 证 明了 可 乘 性 。 











图 三 
146120° = V 31) L43; gieo 
2 2 2 
村 因为 | 加 上 me'eo |= [| 
¿< 

= nA 3m., 

= | (m + Ft ; ¿| 

= 3 sminta, (4) 


Jm + mny Z gp BÈ 
4 4 


1981 =283 x7, 
v 了 =v35T3TTT 


m = 
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v 283 = 13-+13"6+6*， 
因此 v7 €D， v28 ED. 


Bi H B| RE I _ 
© © 1981 = V7-283 = V 7 * 283 G D, 


因此 vigs €D,. 


示 即 1981 是 平面 上 某 两 个 旧 点 之 间 的 距离 。 

ORL KF B 与 0 分 别 在 Xs 和 Xc 处 射箭 ， 这 当然 有 
0<X,<1, 0<Xc< 1. HIP(Z) 表示 发 生 事件 2 的 概率 、 
我 们 先 求 P(B 与 C 都 射 中 目标 )， 
因为 ”41B 与 C 都 射 中 目标 } = {8B 射 中 且 标 } 0 (CHH. É 
因为 B,C 两 弓箭 手 是 独立 行事 的 , 彼此 之 间 互 不 影响 ,这 就 可 以 
假设 事件 {B 射 中 目标 } 与 事件 {12 射 中 目标 } 是 随机 独立 的 . H 
为 对 随机 独立 的 事件 之 交 ， 其 概率 为 各 事件 概率 之 积 ， 因 此 

P(B 与 0 都 射 中 目标 ) =P(B 射 中 且 标 ) .了 (C 射 中 且 标 )、 
而 据 题 意 P(B 射 中 目标 ) = Xš, PORRER = X c, 
因此 了 (B 与 0 都 射 中 目标 ) = X2X c, 
再 因为 P(B 不 射 中 是 标 ) = 1- P(B 射 中 目标 ) =1- X;, 
P(C 不 射 中 目标 ) = 1- 了 (C 射 中 目标 ) =1— Xc. 
天 此 我 们 可 得 表 一 中 的 结果 ， 

往 下 我 们 来 分 析 { 弓 第 手 召 不 输 给 马 箭 手 Cy 的 确切 含意 。 

根据 题 意 ， 显 然 有 
{ 弓 箭 手 了 不 输 给 马 季 手 C} = { 弓 箭 手 如 与 C 都 射 中 目标 ， 
但 下 <Xc} | 

U {B 射 中 目标 但 0 不 射 中 目标 }U {3 与 C 都 不 射 中 目标 }， 
因为 等 式 右 端的 三 个 事件 是 互相 排斥 的 ， 因 此 这 三 事件 之 并 的 
概率 为 各 事件 概率 之 和 。 但 因 
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B c | 联合 情况 
PLB 射 中 目标 ) | ”PCC 射 中 目标 ) | P(B 与 C 都 射 中 目标 ) 
= xp2 | =Xe =XB?Xe 
P(B 射 中 目标 ) | PLC 不 射 中 目标 ) P BARBORA B t 
= yp2 =] -Xe = 一 

… 户 (8 不 射 中 目标 ) | P(C 射 中 目标 ) PRP CHE RO 
=]- xg? = Xe [=a xB? 2 xc 
PERERA | 。 PLC 不 射 中 目标 ) | PCB 与 C 都 不 射 中 目标 ) 


=1— xg? =1-xe = 1-8) (~ xe) 


= 


POS W B5S5C43 Oh Hi, BX,<Xo 


= XS Xc, 
0, WX s> Ce 


因此 再 利用 表 一 的 结果 可 得 到 
PCB 不 输 给 O， 
= Px AAS Xo 
0, 4 X > X c, 
+(1- X2)(1 - X.) 


-SIXX o AAS Xo 
0, `4 X > X c, 


=f(Xg, Xo), 
即 P(B 不 输 给 0) 是 耳 p 和 六 c 的 函数 (了 Bc) 。 这 样 当 子 s 国 
定时 ， 了 (8 不 输 给 0) 也 是 Xc 的 函数 ， 我 们 要 求 出 这 个 函数 在 
0 夸 东 cl1 上 的 平均 值 ， 显 然 这 个 平均 值 应 该 是 


1 
f Foma dzc 
1—0 


+X5(1- Xc) 


+(1- Xc) 


， 、 
= f f (vp, ëc) d2c 
0 
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1 1 
= f nz dzc + f (一 2c)dac 
o 


“R 





= 二 [1+a8(1 一 8)] = gp). 


而 妃 稍 手 了 的 对 策 显然 应 该 是 选择 cs， 使 9(wa) 达 到 最 大 值 ,但 
因 - 
g(%x) = 地 (+ 一 3) =+ (5-(o3-+) )， 


因此 只 有 在 (z3 -于 ) = 0 时 ，9g(oa) 达 到 最 大 ， 亦 即 只 有 在 


-Ji v> 
Dp JH- S0.7071=0.7 


时 y(op) == 62.5% 之 50%。 


所 以 弓箭 手 了 3 的 最 佳 对 策应 该 是 ， 在 走 到 0。7 处 射箭。 在 这 种 情 
AF, KERTO ATEH, BRAO 的 概率 平均 值 是 
62.5%。 这 还 可 以 说 是 有 相当 把 握 不 输 掉 呢 ! 其 原因 就 在 于 作 
了 全 局 分 析 ， 从 而 得 到 最 佳 对 策 ， 以 此 来 “弥补 ”技术 上 2 
势 。 

在 图 -- 中 绘 出 了 函数 g(%s) 的 图 象 ， 辐 时 在 表 二 中 给 出 该 
函数 每 隔 0. 1 的 值 。 
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9 "1+ a 





0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 “zp 
图 一 










g(xp) = T + xB? - xpt) g(xB) =+ xa - xpt) 


一 一 一 一 一 一 -一 -一 | 一 一 一 一 一 -一 -一 一 -一 












0 0.5 0.6152 
0.1 0.5050 0.6250 
0.2 0.5192 0.6152 
0-3 0.5410 0.5770 
0.4 0.5544 0.5 






0.5938 






西 德 1981 年 数学 竞赛 题解 


第 一 试 


OR RIERS, KA 
a=] (mod10), n=] (mod10), 
所 以 Ñ=a+a peet an + an 
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=] + I+ +] 1 =na=](modi0), 
因此 S=] (mod10), 
MERTER. 
现在 来 证 明 必 要 性 . 因为 


+1 
Š =G@+ G° + *..... pani! pan = 2" G 


-1 





, 


车 S==1 (mod10), 





CT 一 G 
亦 即 7 一 =| (mod10), 


则 一 定 有 ant! —a==a — 1 (mod10), 
亦 即 gn+1==26 — 1 (mod10) (1) 
因为 10=2x5, 
而 且 2,5 是 互 素 的 ， 所 以 (1) 式 就 等 价 于 
qntls=2G— 1 (mod?), (2) 

与 wntiss20g — 1 (mod5)., (3) 
在 (2) 式 中 ,我 们 进一步 有 

antl ~ 1= — 1l=1(mod2), (4) 
#ra=0 (mod2), Aart! =0(mod2), ARIO 式 矛 盾 ， 所 
以 只 能 有 


a=] (mod2), (5) 
亦 即 < 只 能 为 奇数 ， 
现在 我 们 对 (3) 式 进行 讨论 .首先 注意 下 面 的 表 一 ， 注 意 该 
表 中 的 数字 都 是 指 在 mod5 之 下 而 言 的 ， 
a=] (mod5) (6) 
或 fa==2(mod5), (7) 
ns==2 (mod4d), (8) 
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表 一 六 中 的 运算 都 是 对 mod5 而 言 的 











a 2a -1 an+1 
o | 1 | 0 
1 1 1 
2 3 21==2, 22==1, 233, 24==]; 
3 0 31==3, 32==j1, 33==2, 3151; 
4 2 41==4, 42==1, 
这 两 种 情况 、 
在 (6) 式 成 立 之 下 ， 绪 合 (5) 式 ， 便 得 
a=] (mod10), (9) 
在 (7) 式 与 (8) 式 成 立 之 下 ， 结 合 (5) 式 ， 便 得 
{gl (10) 
mW==(2mod4) 。 (8) 


但 注意 7/s7 (mod10), 72==9(mod10), 7%==3(mod10), 

74 二 1 (mod10), 

因此 7'==7 (mod10), 7+7:==6(mod10), 
7+7? +7°=9(modi0), 7+72?+7°+71==0 

(mod10), 

所 以 可 知 在 (0) 式 与 (8) 式 成 立时 
Ñ&=7+72+72(7+7° +73 +71) + ee + 7k 
(7+7?+7 +74)==6(mod10), 

可 见 (10) 与 (8) 式 不 满足 要 求 ， 但 在 (9) 式 成 立时 


S=] +] tetli, 


因为 S= (mod10), 
所 以 n=] (mod10). 
亦 即 必要 性 证 得 
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@@ 解 ”我 们 要 指出 9 鼠 是 与 边 长 为 C 的 这 平行 的 ,我 们 现在 
来 证 明 这 一 点 、 因 为 从 内 心 1 向 边 4 好 所 作 指 重 线 之 长 即 为 此 
三 角形 的 内 切 圆 半径 >， 因 为 从 
方程 ( 见 图 一 ) 


ar r er o 
zty ty ==A4BC 的 面积 ， 






车 再 记 。 S= <+l+6 
那么 就 有 rË, 4 

另 一 方面 ， 由 重心 9 向 AB 所 作 的 高 为 边 AB 上 的 高 jc 的 二 ， 
这 是 因为 ( 砚 图 二 )G 是 A4BO 三 中 线 的 交点 ， 所 以 








GO = 1 co 
3 ` 

再 因为 0DW GB， 所 以 ° 
但 注意 hs, 

ge ° 
要 证 明 GE =T, 图 二 
就 等 价 于 多 -= 二， 

3C 8 


亦 即 G@+Ü+oe=3o, . 
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此 即 f o= 812. 


因此 GI 与 边 4B 平 行 

@ 解 ”本 题 与 上 海 市 1981 年 中 学 生 数 学 竞赛 复赛 试题 第 2 
题 相 间 ， 读 者 可 参阅 本 书 的 相应 解答 ， 

@ 解 ” 当 P=2 时 ，2* +37=13, 13 显 然 不 能 表示 为 Ww(%>> 
1) 的 形式 ， 下 面 讨论 了 之 2 的 情况 .我 们 先 证 明 

G) 51(2?+3?)、 这 是 因为 对 mod5 而 言 ， 

2? + 3P=2? + (— 2)? = 2° — 2° = 0 (mod5), 

所 以 5| (2? +37), 进一步 我 们 还 有 

Gi) EBIP- (mod), WEARY 


2P +3? = (2+3) (227! = 2872.3 + 2973? m ...... 
= 2.372 4+3*-!), 
2° +3’ 


==2P-1 + 982.2 p232) 
5 


因此 





一 2 一 2 人 2 二 (一 2)8 
=2P-1 207! y PSL p ene 十 22-1 十 22-1 
= P2°-l(mod5). | 

现在 我 们 用 反 证 法 来 证 明 本 题 ， 即 如 果 


2° +3? =n, Hpk, 
那么 因为 ”51 2+3, MAS, KEEA 
51", 
所 以 n = 5m, 
因此 2P 十 3 = 9470 


Waiz MAAE 54-1mt， 训 得 到 
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22437 0 (mod5). 
2 
但 是 从 前 述 的 (ii) 便 得 


y) P 
P27?- 1 == 2 +3 -0 (mod5), 
2 


H ir, P22-1==0 (mod5), 

示 即 P2*-! 必 定 含有 因子 535， 因 此 只 有 P=5， 

但 P=5 时 ，25+35=32+243=275=52.11, 
因为 5 与 11 是 素数 ， 而 其 方 次 分 别 是 2 与 1, 其 最 小 公约 数 仍 是 
1, 所 以 52.11 不 能 表示 为 的 形式 ， 其 中 46 宇 2， 因 此 25 + 35 不 
能 表示 为 ww* 的 形式 ， 记 以 不 论 P 卫 为 哪个 素数 ，22 + 3? 始 终 不 能 
表示 为 ww， 其 中 >2， 的 形式 ， 这 就 与 假设 矛盾 ， 本 题 得 证 


第 二 试 
电解 ”我 们 可 以 定 出 z, ,使 此 数列 的 前 100000 项 全 是 侦 数 ， 
而 第 100001 项 为 奇数 ， 例 如 我 们 可 以 选 


gl00000 
1=2 -2 


因为 此 时 ,= (0 ]+1=3.2"%0 ~ 3+]1=3.2"00—2, 


a 


a, =| 2a, | +15322003341 


` 


= 72 90898 
=à “2 8 一 2， 


3 a: 
Gooo99 = [S00a)+i =3 8.22—3+1 
=3"093.92 —2, 
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Cio0000 =(Ž asooo] +1532 -341 


= 399999 ;2 — 2, 


3 
ass = (TAio0000)+1=310000 3+1 


=3100000 一 2， 


RIET, Cas eee ° Cgg9999 Xi1o0000 全 是 偶数 ， 而 cloeooi 是 
奇数 ， 

@ 8 设 此 平面 为 r, 此 平面 zr 上 的 那个 一 一 映射 记 为 (>)， 
其 道 映射 记 为 f°! (2), 显然 它 也 是 一 个 平面 r< 上 的 一 一 映射 , 我 
们 往 下 要 逐步 证 明 ， 

D 设 平面 r 上 有 一 点 4.f(4) =4/， 那 末 一 定 有 

f (过 4 点 的 一 条 直线 上) DIA 点 的 某 条 直线 L, 

这 是 因为 我 们 车 过 A 点 作 一 圆 B, 使 8’ 和 工 相 切 , ( 见 图 一 )， 

由 假设 可 知 ， 加 8B 一 定 被 {映射 为 男 一 个 贺 B'， 亦 即 

fB) =B, 
HASO =A4/， 所 以 圆 B/ 一 定 过 4 点 , A SEB R 
元 ， 我 们 就 是 要 证 明 
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fy r. 
因为 我 们 把 平面 + 上 除 直线 工 以 外 的 部 份 记 为 @， 直 线 
以 外 的 部 份 记 为 @' ， 这 就 有 
LNO = 空 集 合 ， x=LUQ, 
L' Q = 空 集合 ， r= UQ. 
因为 平面 r 上 Q 中 的 每 一 点 ， 落 不 是 B 上 的 点 ， 此 点 记 为 
0， 那 么 一 定 可 以 作 一 圆 D， 使 .D 过 4，C 两 点 ， 而 且 与 图 互相 
W. RA KHR AR Aw D =D, RAD 一 定 是 一 
圆 ， 而 旦 此 圆 过 4/， 亦 一 定 与 圆 刀 ' 相 切 ， 因 圆 了 与 轩 忆 只 有 一- 
个 交点 ， 所 以 圆 了 “与 圆 忆 亦 只 能 有 一 个 交点 ， 因 此 圆 刀 ' 与 图 
B’ 相 切 于 4 .再 记 {(C) =O, WAC 一定 在 圆 忆 ERRAZ), 
也 就 是 C 一 定 在 @“ 内 ， 所 以 


FOER. 
因为 T= fO UFD), 
而 且 FD YOL) = = 
所 以 FDL, 


这 也 就 是 /过 4 点 的 一 条 直线 二 ) DA ARERR 
(5 我们 要 证 明 ， 广 : 亦 是 将 圆 映 射 为 图 的 . 设 平面 二 名 
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Ar, 其 上 有 三 点 HH’、 H'a, H’,. 设 

H =f), H;=f°1(H’,), H ,=f- H). 
我 们 首先 证 明 : 一 定 可 以 选择 全 ”、 H'a, H’ z, 使 H,, H,, 
互 ,三 点 是 不 会 共 线 的 ， 因 为 否则 的 话 ， 对 圆 B 上 的 任意 三 点 
TH, H’,, H',, 一 定 有 ,9，， H, jk. MEH’ n Ha. 
HH,, H,WEBW REI NM. WP. wA ES ENSEM, 
从 而 有 B' 己 fCM)， IBH0) 知 /0 三 某 直线 ， 因 此 有 

E'Cf(M SCHAR, 
LEE CHEER, 
但 因 直 线 类 不 能 包含 圆 ， 所 以 导致 矛盾 . 故而 一 定 存在 圆 怠 /上 
KZA, H, H'a, H's, EH, H, H,= AA 35. X 
FAH, H,, H,=x u Pig F BE, (WAD RRE 
HJC) =E, WD 3 OE) — J: — B, TW 且 此 圆 过 
H, H’,.、 H' :三 点 。 所 以 此 圆 一 定 是 五 ， WASE) = 五 '， 
也 就 是 E=f-!(E/), 
所 以 广 : 一 定 将 圆 上 映射 为 圆 . 

Gi 现在 我 们 证明 
TER = 直线， 
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设 平面 + 上 有 一 条 直线 LE。 由 中 知 f (了) 一 定 包 禽 一 条 直线 
上 ',， 亦 即 

fu DL. (1) 
再 因为 由 (i 可 知 ，f"! 亦 是 一 个 平面 x 上 的 一 一 上 映射， 而 BF 
是 把 圆 映 射 为 圆 ， 所 以 同样 有 | 

fD) 2L, (2) 
这 也 是 L'Əf CD)， 
这 样 结合 (1 ) 式 与 (2 ) 式 ， 便 得 


fD22L' 2f), 
亦 即 了 (7) = L, 
也 就 是 了 (直线 ) = 直线 。 


OR 4=1 是 无 意义 的 ,所 以 我 们 只 要 从 k= 2 开始 讨论 起 ， 
那 就 是 说 在 %=2-!=2!=2 时 ， 我 们 总 可 以 从 2% 一 1=2*2 一 1 
= 3 个 自然 数 中 选 出 2 个 自然 数 ， 使 其 和 被 2 除 尽 。 我 们 现在 先 
来 证 明 这 一 点 。 我 们 先 将 这 3 个 数 以 2 为 模 ， 考 察 其 所 属 的 翻 
余 类 ( 亦 即 区 分 其 是 偶数 还 是 奇数 ) 。 因 为 这 3 个 数 中 至 少 有 2 
个 同 是 奇数 或 者 同 是 偶数 。 设 此 2 个 数 为 2 w, BU mW 
为 偶数 ， 那 么 

s ==0 (mod2), %@;==0 (mod2), 
当然 有 zl; +Tzzs0(mod2)， 
亦 即 #1 +$; 可 被 2 BRR, WES, s ENT WA 

z =] (mod2), t, ==] (mod2), 
因此 有 T, +7,=] + 1=0 (mod2), 
DERT, +2; 亦 可 被 2 RE. AER T k= 2 的 情况 ， 为 了 证 明 
b= 4 的 情况 ， 我 们 需要 一 个 建立 在 6= 2 基础 上 的 一 个 引 理 。 那 
就 是 

引 环 一 ”如果 有 5 个 奇数 或 是 5 个 偶数 ， 那 么 一 定 可 以 从 
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这 5 个 数 中 选 出 4 个， 使 其 和 被 4 B: Et. 
证 明 若 这 5 个 数 是 偶数 ， 我 们 设 这 5 个 数 为 #1:，1<<%<<5， 
从 而 有 
Ti= 2Yi, 1<%<5, 
其 中 是 自然 数 。 从 yy…，Ys 中 任 选 3 个 ， 其 中 必 有 2 4, BE 
和 被 2 除 尽 。 不 失 一 般 性 可 设 此 二 数 为 y,，y,。 表 从 Ys，Y。， 
ys 这 3 个 数 中 一 定 可 以 选 出 2 个 数 ， 不 失 一 般 性 可 设 为 gayg4， 
其 和 亦 被 2 除 尽 。 这 样 
Y, +. ==0 (mod2), ys + Y, =0 (mod2) 
所 以 Yi +Y, +Y; +J. ==0 (mod2), 
从 而 m I +Q, +G, +G, =2GJ, +Y +Y + ,)==0(mod4), 
亦 即 z, ，z7*，35:，24。 这 4 个 数 ， 其 和 可 被 4 除 尽 。 
当 5 个 数 是 奇数 时 ， 我 们 有 
Oi= 29i = 1, 1<;<5, 
其 中 是 自然 数 、 相 仿 於 前 述 的 方法 ， 可 得 
Yi +ya+?ya+2ss0mnod2)， 
XH B+B, +d, +D, = 2GQ +, + Ys +Y) = 4=0(mod4), 
亦 即 z, ，2:，，273，274 这 4 个 数 ， 其 和 可 被 4 除 尽 。 
现在 来 证 明 &= 3 的 情况 ， 此 时 
n=2-!=4, 2n-1=7 
我 们 将 原来 的 7 个 数 考察 其 奇 、 偶 性 。 因 为 此 7 个 数 中 至 少 有 
2 个 数 ， 可 设 为 7?;，?:， 其 奇 、 偶 性 是 相同 的 ， 这 样 
S, +G,==0 (mod2), 
HET, G, o. £, BEDE 2 3k, BPD Sm, z, H 
奇 、 偶 性 是 相同 的 ， 这 样 
T, +@,,==0 (mod2), 


而 在 ze，ze，27 这 3 个 数 中 ， 我 们 总 可 选择 2 个 数 ， 设 为 ze， 
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Das Ew, + os 被 2 除 尽 ， 亦 即 

T, +@,==0 (mod2), 
因为 在 mod2 之 下 为 0 的 剩余 类 ， 在 mod4 之 下 只 可 能 0 或 2、 因 
此 有 


0 0 
v, + (mod4)， minm (mod4), 


, , 


0 
m, +G = I > (mod4), 


, 
Ee, +z5s 与 5s +24 在 mod4 之 下 同 为 0 或 2， 这 样 就 有 
Z, +m, +8, +e =0 + 0=0 (mod4) 
或 %  +@,+%,+%,==2 + 2=0 (mod4) s 
这 时 就 取 r,，5:，2s。，z54 为 所 要 求 的 数 。 
Hr +e, Eje, +24 在 mod4 之 下 一 为 0, 另 一 为 2?， 不 失 一 般 
性 可 设 


D, +2,==0(mod4), $s +m ,=2(mod4) s 
而 车 T, +z ==0 (mod4), 
那么 n +Q, +%@,-+@, ==0 (mod4), 


XIR, Grs Bas Te NETRA MA 

t, +@ ==2(mod4), 
那么 B, +D, +D, + m | ==2 + 2==0 (mod4), 
这 时 取 z。，5,，zs，25 为 所 求 的 数 、 这 样 就 证 明了 8=3 的 情 
D. 

利用 8 = 3 的 情形 以 及 前 面 所 建立 的 引 理 一 ， 我 们 可 以 证 明 

8 = 1 的 情形 、 注 意 在 £= 4 时 

n=2471=8, 2n—1=15, 
我 们 将 原来 15 个 数 考察 其 奇 、 傅 性 。 因 为 至 少 有 5 个 数 ， 其 奇 
偶 性 是 相同 的 ， 据 引 理 一 可 知 必 定 可 从 这 5 个 数 中 选 出 4 个 
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数 ， 其 和 被 4 除 尽 、 不 失 一 般 性 ， 可 设 此 4 个 数 是 zizsyzs， 
ze。 这 样 
DI +V t, +G =0 (modi), 
再 因为 在 s6，…,%15 这 11 个 数 中 ， 也 至 少 有 5 个 数 ， 其 奇 、 偶 
性 是 相同 的 ， 因 此 再 据 引 理 一 可 知 ， 必 定 可 从 这 5 个 数 中 选 出 
4 个 数 ， 其 和 被 4 除 尽 。 设 此 4 个 数 为 5。，27e，27，2:。 这 样 
Zn, +m. +E, +m, ==0(mod4) 
而 剩 下 的 ce，21o semi Z27438 B, #DBE= 3 的 情况 ， 必定 可 
选 出 4 个 数 ， 不 失 一 般 性 可 设 HD Bios Birs PAT, 
使 
G, +Q, +Z, +@  ==0(mod4) 
MAET, +D, tB tD, T, +B +@, +G fEmod82 FR 是 0 
或 4， 那 就 有 


六 ootmods). 
i=l 
车 一 为 0， 另 一 为 4， 可 设 
m +Q, +8, +8 =0(mod8), 
m, +@ +G, +8,=d(mod8). 
WE G, tma +à +2  ==0(mod8), 
MARD, Das gs ins Tijs Ti 8 B oK 2 Hs 若 
Batin +í, +7, =4(mod8), 
那么 取 z5，… Ta，78，210，511，213 为 所 求 之 数 ， 这 样 就 证 
得 了 8 = 4 的 情形 
现在 来 证 明 一 般 的 情况 ， 
设 命题 在 人 kh+1 (6 之 2) 时 都 成 立 。 闵 此 命题 在 8 时 当然 成 
立 、 在 此 基础 上 我 们 就 要 证 明 引 理 二 。 即 
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引 理 二 在 24- 1+2 :个 奇数 或 2 + 22 - 1 个 偶数 中 , 总 
可 选 出 2* 个 数 ， 使 其 和 被 2* 除 尽 ， 其 中 为 自然 数 . 
证 明 ” 记 这 2*"! +2t- 1438238965 KKH 3 
这 些 数 都 是 偶数 ， 那 么 
T; = 2Yis IKK +2k-1, 
在 这 些 yi 中 取 2*~ 1 个 ， 那 么 因为 本 题 的 命题 在 4 时 成 立 ， 所 以 
一 定 可 以 从 此 2* 一 1 个 数 中 选 出 2*-! 个 ， 使 其 和 被 2*-! 除 尽 , 可 
设 这 24-! 个 数 是 前 2*-! 个 ， 这 样 
2%-1 
> yi=0(mod2*-!), 
28-1 2471 
因而 之 m; = 2 >; Y;=0 (mod2*), 


i=l 


而 剩 下 来 的 y。4-， 十 1? "ys 24-1 12-1 这 六 一 1 个 数 中 ， 再 一 


次 使 用 本 题 原 命题 4 时 情形 ， 从 而 再 可 从 其 中 选 出 24 :个 数 ,不 
妨 设 是 yo2h-: + | Tako 使 


g% 
> y;=0 (mod2*-1), 
d=24-1+1 
ok > 
从 而 > @; = 2 > y=0 (mod2*), 
$=2471+1 = 2 二 1 
这 样 合 起 来 便 有 


ok 
“ 


> z;=0(mod2*), 


ix] 


在 原来 的 w; 都 为 奇数 时 ， 方 法 雷同 ， 只 是 注意 
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2, = 2Y;— ], 1<%<2%*+ 2-1 1 
94-1 ok-1 
> Z; = 2 > y; — 247l == — 24-1 (mod2), 


i=] i= 1 


24 2° 
m; = 2 > Yi ~ 247l = ~ 2F-1 
$=2*-1+1 d=24-141 
(mod2*), 
ok 


从 而 Dg= 2t-1 — 2-1 = — 20(mod2*), 


现在 来 证 明 本 题 命题 在 ?+ 2 时 成 立 ， 迹 就 是 证 明 在 28+? — 
1 个 自然 数 中 一 定 可 以 选 出 2**! 个 数 ， 使 其 和 被 24+! 除 尽 。 
我 们 先 考 察 这 2*'? ~ [个 数 的 奇偶 性 ， 因 为 这 2#+2 一 1 个 数 
中 至 少 有 2*1! 个 数 都 是 奇数 或 都 是 偶数 ， 这 是 因为 车 奇数 的 个 
数 记 24+! BAKTA ~1， 那 么 总 共 至 多 只 能 有 
21 一 1 十 24t1 一 1 一 22 一 2<24+2 一 了 
因而 与 原 没 矛盾 再 因为 
24t 2 二 2 
因此 运用 引 理 二 ， 便 知 必定 可 以 选 出 2 个 数 , 使 其 和 被 2* 除 尽 . 
设 此 2 个 数 为 6,1,…,22s。 郑 么 余下 的 是 2**? 2 25- 1 个 数 。 再 


因为 其 中 至 少 有 2**! ~- 2"! 个 数 都 是 奇数 或 者 都 是 偶数 。 这 是 
因为 车 奇数 的 个 数 三 24+!1 一 2*-! 一 1 偶数 的 个 数 太 2+! ~ 24-! 一 
1， 那 么 总 共 至 多 只 能 有 

(28+1 2-11) x2 = 2+2 一 28 ot 2 一 1， 
因而 矛盾 、 音 因为 

24A+1 — 2471 >24 4 2-1 1, 
MUA -2 AA aE - 2 个 偶数 中 ,再 一 
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次 运用 引 理 二 ， 又 可 选 出 2* 个 数 ， 使 其 和 被 2* 除 尽 ， 设 这 24 个 
数 为 2 十 1， tea Tok+ı 。 从 而 余下 的 便 是 2 p+ 1 + 1 aT okan -i 


a212i 一 1 个 数 、 运 用 本 题 命题 在 b+ 1 时 情形 ， 
便 可 知道 可 从 其 中 选 出 2 个 数 ， 设 为 Top+: 十 19 U22841 +24? 


使 其 和 被 2* 除 尽 。 总 结 上 述 ， 便 得 
o 
1 >, #i==0 (mod2%), 

i=ı 

2A+1 
) > z,=s0(mod25), 
| $=24+1 

2811 L ok 

> ;=0 (mod2*), 

“=24t1+1 





9 
0 
从 而 了 oo (mod2*+1), 
i=} °. 


| Í 0 
j > z; = {2 (mod2*+1), 





0, 
> = (mod2*+1), 
q = 95+1 +] lz, 
PAd 24+ 1! 
车 之 4 与 2 Emod è FAREA? WA 


ial ¿= 11 


9k+1 0 0 

+ 
> mim { hy pa =O modz"), 
isi 
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MMD a Dogs 2244 1 2ot+1 便 是 记 求 的 2 43k, 
2 2k+1 
车 这 wi 与 > 刀 在 mod24+ 1 之 下 一 是 0， 雪 一 起 2*, 那 
‘~! = 24 十 1 
来 可 设 前 者 是 0， 后 者 是 2*， 亦 即 
9k 
> mi==0(mod2%+i), 


i=] 
2A+ 1 
> m i==9*(mod2+1), 
¿=2t+1 
9Ë+ 1 十 9 
如 果 ` s;=0 (mod25t1), 


¿=98+1 +] 
IATE gas Tokit + proka + 2+ 便 是 所 求 的 2*+! 个 数 ， 
2#+1 + 9 
如 果 之 s ==2*(mod2+1), 
年 = 24+1 4] 
WET k, puh Tok+i? Poksi 十 19 9 Tok+1 4 pÑ EER. 
这 样 便 证 得 本 题 合 题 於 (f+ 2) 时 成 立 。 
@ 解 ”我 们 先 证 明 
G) 1€ 用 .这 是 因为 对 任何 自然 数 m% 尝 2， 
因此 m> (m 3 
所 以 车 mE AM， 但 mx 1， 那 么 因为 [Wm jE€M, 但 [vm] 比 m 
小 、 若 [wm] 关 1 那么 百 对 [wm 重复 以 上 的 过 程 .因为 四 是 一 
个 有 限 的 自然 数 ， 必 定 在 经 过 有 限 次 以 上 的 过 程 后 有 mm” € M, 
(Vm')= 1, HALM IEM, MALEM, 
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Gi) 对 任何 自然 数 "，2”E 于 ， 这 是 因为 1€ M ,W4GC M, 


因此 CV 4J=26 M, B224=22, BEL 
H1C M,j82]J22C MH.,2tC M, 2° € M, eee ，224C M, 


由 2€ 以 ， 得 到 2* € MH, FEM, VEM, eve 2°"*1€M, 
een ， 因 此 综合 以 上 两 种 情况 使 得 

z € M, 其 中 ?是 任何 自然 数 

GD 总 存在 一 个 自然 数 "， 使 


Em", (n+1)), a) 
其 中 是 一 个 固定 的 自然 数 ，8 是 一 个 充分 大 前 自然数. 
我 们 先 注意 到 (1) 式 意 味 着 


k k 
n? <<2"<(m+1)° , 





k k 
2 2 
亦 即 z <r < Gn ， (2) 


为 证 明 (2) 式 成 立 ， 我 们 只 要 证 明 
lg (n + D2 lgn? 
lg2 lg2 


2* 2 
maae [H eant ) 
lg2 lg2 


ë 
21, (3) 





内 存在 一 个 自然 数 "， 而 (3) 式 就 是 
k 


l. š 
lg(1+ —) > lg2, 
i 
亦 即 是 (+3) 之 2， 
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此 即 2r 2 _ 
k [i+ 7) (4) 


注意 在 (4) 式 中 ， 因 为 是 固定 的 ， 因 此 右 端 是 一 个 定 值 ， 所 以 
我 们 总 可 以 取 充 分 大 的 /使 (4) 式 满足 ， 这 样 (3) 式 也 就 成 立 ， 
所 以 (1) 式 成 立 ， 
现在 我 们 证 明 对 任何 自然 数 m， 必 定 有 nmE H, 这 是 由 (iD 可 

知 , 对 任何 自然 数 7, 2"E M.B Gü) 可 知 , 对 上 述 的 固定 w% 可 
以 取 到 充分 天 的 &， 使 存在 某 个 自然 数 r， 有 

reln, mt) ) 
因为 2 € 以 ， 所 以 也 就 是 说 

MNN, at D ) 不 是 空 集合 。 


k k 
再 因为 对 s €(m , @m+1)2 ), 


k-1 — k-1 
n? KGL? , 


k- 


1 — k-i 
所 以 n <[s]<0+D2 , 

“ k-] k- 1 ñ 
因此 MN[n , mD? ) 不 是 空 集合 。 
逐次 进行 以 上 的 推理 ， 最 后 便 得 到 诗作 Cn ,w+ 1)*) 不 是 空 集 
合 ， 这 也 就 是 说 ， 直 在 2 C M, 

m ss u < (nm +1)2, 

因此 nv G <G@+1), 
所 以 n=[V JEM, 
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比利时 1981 年 (第 六 届 ) 数学 竞赛 题解 
中 解法 一 ”注意 多 项 式 %*+ 2 + 1 的 根 ， 即 二 次 方程 


12+23+1= 上 0 (1) 
的 根 为 p, -= 二 LI+ 3 gp, ILV 3i 
2 2 
从 (0 可知 — gy+ti=-wi,  G=12, (2) 


如 果 设 fs)= (2 +1) 1+ ot, 
那么 对 ?= 1.2， 我 们 都 有 
fsp (ejti) "it vy? 
=(=- g?g g+ 


_ AN+ 2 m n+2 
m; + 2; 


lI 


= wj"+2(1 w j3”) 


s; (i 一 THE 


4+2 


il 


3 3 8 3n-3 
Q=- @m;)(1+@; + G; +e +G; ) 


n 
Dj 
n+2 


2 
s; Q-v;) (1+G@m;+ 2;) 


3 6 3n-3 
A+ Gjt B; +t; )=0 


因为 F(o ) 是 2 的 2n+1 次 多 项 式 ， 因 此 一 定 有 
f(m)=(m-— a, )(@# — TJCE), 
Hpg EAn- 1 次 多 项 式 . 所 以 


f(o)=(@2+ % +1)g(%), 
亦 即 多 项 式 f(%w) 可 以 被 4 + w+1 除 尽 。 


199 


解法 二 ”我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 注意 当 % = 1 时 ， 
(g +1)`+ m 3 =2@ +3 ST? +3 S +1 
=(@%°+2 +) (26 + 1) 
即 命题 在 m= 1 时 为 真 ， 
再 设 命题 在 %- 1 时 为 真 ， 即 多 项 式 
(m +1)*?""1 + w+l 
可 以 被 ”22:+2+1I 除 尽 。 注 意 
(m +1)2”t1+ gtt (g +1)2"”l1(2 +1)2 + grt 
=(% +])°?-T(m?2 k m +]+ m) 
+ m nt 
=(s +1)*"”1(@ + w+1) 
+ m (m +1)2#“ 1 十 你 3 
=(%+1)*”!(%°+ m +1) + @ 
C (m +1)2"”1 + m+), 
土 式 中 最 后 一 个 式 子 中 的 第 二 部 份 据 归 纳 法 假设 知 可 被 :+ 
2 +] 除 尽 ， 这 样 连同 第 一 部 份 ， 可 知 其 和 ， 即 (2 +1)2nti 十 
09 ”可 被 5 + z + 1B: F. 

凶 解 ”我 们 称 那 个 能 够 覆盖 半径 为 R.、 圆心 角 为 c 的 扇形 的 
最 小 的 圆 为 最 小 履 盖 国 。 为 求 出 最 小 覆盖 圆 的 半径 > ， 我 们 逐 
步 讨论 之 。 

D #Baz xM, r=R, PR F A 32 Bl ap k D Wi 65 BL (n 
图 一 ) 。 

我 们 称 一 个 几何 图 形 中 任意 两 点 之 间距 离 的 最 大 值 为 该 图 
形 的 直径 . 显然 ， 当 wx 之 工时 ， 扇 形 的 直径 为 2 吾 ， 但 因为 最 小 
履 盖 圆 是 覆盖 ( 即 包 含 ) 这 个 扇形 的 ， 折 以 它 的 直径 2r 一 定 有 2 
=2R, M 

r>R. (1) 
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所 以 了 是 "可 能 取 值 中 最 小 的 一 个 值 ， 所 以 到 原 扇形 的 那个 圆 ， 
它 显然 是 可 以 覆盖 扇形 的 ， 而 且 据 (1) 式 ， 它 也 是 最 小 的 覆盖 
圆 。 因 此 

r= R, Harr BD. (2) 





D 我 们 称 扇形 中 半径 与 圆周 的 交点 ,为 腰 角 点 。 那 末 我 们 
要 证 明 。 当 a<x 时， 最 小 疯 盖 辆 的 国 周 一 定 要 通过 扇 形 的 
两 个 腰 角 点 。 我 们 分 几 步 来 证 明 这 一 点 。 

甲 。 最 小 覆盖 辆 的 贺 周 一 定 要 与 扁 形 的 周 界 有 交点 ， 落 不 
是 这 样 ， 那 末 -- 定 可 以 以 最 小 覆盖 圆 的 圆心 为 圆心 ， 以 (r- e) 
为 半径 ， 使 得 这 个 新 作 的 圆 仍 然 覆盖 肩 形 ， 其 中 e 是 一 个 可 以 
取 到 的 适当 的 正 数 、( 见 图 二 )。 这 样 就 与 最 小 覆盖 圆 的 “最 小 ” 
性 相 矛 盾 ， 因 此 最 小 覆盖 圆 的 圆周 一 定 与 扇形 的 周 界 有 交点 。 

Z. 我 们 称 扇形 边界 上 半径 部 份 (不 包括 腰 角 点 与 圆心 》 
AFFE, ROZERA: 最 小 蕉 益 加 与 开 半 径 不 能 有 交点 .这 
是 因为 如 果 是 有 交点 . 那 末 这 就 相当 认 有 一 条 直线 段 穿 过 圆周 ， 
而 使 加 只 覆盖 这 直线 段 的 某 一 侧 。 这 在 直线 段 与 圆周 是 相交 
( 见 图 三 ) REHU ( 见 图 四 ) 时 都 是 办 不 到 的 ， 因 此 我 们 的 
结论 成 立 。 

两。 我 们 称 扇形 边界 上 的 贺 周 部 份 ( 不 包括 腰 角 点 ) 5 H 
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图 三 图 四 

(> s 
A 

图 五 图 六 
弘 。 我 们 要 证 明 :, 当 c<<r 时 最 小 枯 益 国 的 图 周 与 开国 缴 不 能 
有 交点 。 若 有 一 交点 4， 那 末 在 这 一 点 的 附近 ， 开 圆 弧 与 
最 小 覆盖 圆 的 圆周 或 者 是 相交 ( 兄 图 五 )， 或 者 是 相 切 〈 见 图 
六 ) . 因为 这 两 个 圆 ， 其 一 是 要 覆盖 另 一 的 ， 因 此 相交 是 不 可 能 
的 ， 而 在 相 切 情 况 之 下 ， 套 在 外 边 的 圆 一 定 是 最 小 覆盖 圆 ， 而 
在 里 边 的 加 是 扇形 的 圆 。 因 此 一 定 有 7 之 及 . 因此 最 小 覆盖 圆 不 
仅 是 覆盖 了 遍 形 ,而且 也 有 覆 次 了 产生 这 扇形 的 整个 圆 ( 见 图 七 ) 
我 们 将 此 扇形 绕 其 圆心 ( 设 为 0) 作 适 当 的 旋转 而 使 04 为 此 扇形 
的 对 称 轴 。 这 样 我 们 可 将 扇形 沿 40 方 向 平移 一 段 距离 s， 而 使 
此 鹿 形 仍 在 最 小 材 盖 圆 之 内 ， 而 且 与 最 小 覆盖 圆 的 圆周 无 交点 


( 见 图 八 ) ， 因 为 wa<x， 上 了 上 述 的 那个 正 数 e 总 是 可 以 取 到 的 。 这 
样 与 前 面 讨论 的 甲 产 生 了 矛盾， 所 以 可 知 最 小 覆 善 图 与 开 圆 弧 
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At 图 八 


不 能 有 交点 ， 

J.6oa< BN 30830) 8 2 & g 8 3 Hey 0 k 98 K t 
AAGAM AT- £ 38 a yup h R š H 0 m k. FRK 
个 腰 角 点 有 一 不 在 最 小 覆盖 圆 的 圆周 上 ， 那 末 我 们 总 可 以 将 此 
扇形 绕 其 原 圆 心 0 作 适当 的 旋转 ， 使 此 扇形 的 对 称 轴 04 成 为 最 
小 覆盖 圆 的 直径 ， 当 然 此 时 扇形 的 两 个 腰 角 点 一 定 都 不 在 最 小 
覆盖 圆 的 圆周 上 ( 见 图 九 ) ,这样 我 们 就 可 将 肩 形 沿 04 方 向 平移 
一 段 距 离 s， 使 得 整个 扇形 都 在 最 小 覆盖 圆 之 内 ,而 与 最 小 覆盖 
圆 的 圆周 无 交点 ( 见 图 十) 市, 这 与 前 面 讨论 的 甲 又 产生 了 了 矛盾 ， 
所 以 我 们 的 结论 成 立 ， 


> 
/ 


A 


/ 


f 






SN 
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图 九 : 图 十 
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R & a<r MEAR- BE f RER l A š B 6 8 8 
+, MKJ- RAET- -REALDA FARA AREE 
圆周 上 ， 那 末 此 时 山形 的 圆心 亦 一 定 不 在 此 圆周 上 〈 见 图 十 
一 ) ， 因 为 否则 要 与 前 面 的 结论 丁 产生 矛盾, 这样 我 们 可 以 将 扇 
形 绕 圆心 0 转 过 一 个 适当 的 角度 而 使 整个 启 形 落 在 最 小 履 盖 贺 
之 内 而 与 其 圆周 无 交点 ( 见 图 十 二 ) 。 这 样 又 与 前 述 的 绪论 甲 产 
生 蔬 盾 。 所 以 本 绪论 成 立 ， 

这 样 ， 综 合 上 述 可 知 , 在 a 之 x 时 最 小 覆盖 圆 的 图 周 必 定 要 
和 山形 的 周 界 有 交点 (由 铺 论 甲 )， 但 这 些 交 点 只 能 是 扇形 的 圆 
心 和 两 个 腰 角 点 (由 结论 乙 和 两 ) ,而 且 两 个 腰 角 点 必定 是 交点 。 
因为 车 茶 一 笨 角 点 不 是 交点 ， 那 末 由 结论 成 可 知 另 一 腰 角 点 亦 
不 是 交点 ， 那 末 再 由 结论 丁 可 知 此 时 岂 形 的 圆心 亦 一 定 不 是 交 
点 ， 这 样 和 扇形 和 最 小 覆盖 图 又 没有 交点 了 ， 而 这 与 结论 甲 是 矛 
盾 的 ， 

这 样 我 们 便 可 知道 在 xc<r 时 ,最 小 覆盖 圆 的 圆心 必定 在 局 
形 中 连接 两 个 腰 角 点 的 弱 的 垂直 平分 线 上 ， 进 一 步 我 们 有 ， 


3) s <<, Rob A 3 B 0 BS NAAN p k k ñ 
AB ñ S 65 k 69 F At, Eaz (W. Z=). 
因为 由 前 面 的 讨论 可 知 ，( 从 图 十 三 上 来 看 ) 最 小 覆盖 圆 的 


圆心 必定 在 直线 DO 上 ， 而 此 圆 一 定 要 过 ，B、0G 湖 点 ， 因 此 一 
定 有 ”之 BD。 所 以 如 果 以 D 为 贺 心 以 BD 为 半径 的 圆 确 能 履 盖 此 


扇形 ， 那 末 此 圆 就 是 最 小 覆 次 圆 了 。 而 这 在 二 <a<xr 时 是 确 


是 如 此 的 。 这 是 因为 
. a a a 
BD =Rsimz, OD = Rcos->, DA=R(1- cos>). (3) 
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我 们 只 要 证 明 
DA<BD, (4) 
0D< BD, (5) 
RET. MOOREA 


R(1 一 eos )<Rsin, 
HD 1 <V 了 Sir (Z +5). (6) 
x x a T 3 1 > 
HAZE FIAT Meyy 


( 半 + 荆 )， 因 此 (6) 式 成 立 ， 亦 即 (4) 式 成 立 ， 
而 (5) 式 即 为 
G . a 
Rcos-- < Rsin—-, 


Bp 0 < Zsin(% 3). (7) 


因为 0 <(F- F< BB D RRL OKB G) 式 成 立 . 


图 十 一 图 十 二 
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”图 十 三 图 十 四 
所 以 结论 3) 成 立 。 
4) 上 当 0< a 福子 时 ， 最 小 入 益 国 即 为 扇形 中 内 图 心 以 及 两 


个 腰 角 点 所 组 成 的 三 角形 的 外 接 贺 。( 见 图 十 五 ) 
因为 由 前 所 述 ， 在 0< o< 二 时 (从 图 十 四 上 来 看 ) 最 小 覆 


盖 圆 的 圆心 不 能 再 在 了 点 ,因为 以 刀 为 圆心 , 以 DB 为 半径 的 圆 T 
不 再 覆盖 原 扇形 。 而 且 若 圆心 由 刀 朝 OD 方 向 选取 时 ， 也 是 不 行 
的 ， 因 为 这 时 所 作 的 圆 对 原 扇形 的 覆盖 部 份 越 来 越 少 〈 见 图 十 
四 中 由 如 为 圆心 ， 以 BE 为 半径 的 圆 卫 )。 因 此 圆心 只 能 由 DD 朝 
DO 方向 选取 ， 直 至 所 作 图 正好 通过 0O 点 为 至 ， 这 样 所 作 圆 就 是 
过 0，B，OQ 三 点 的 A0BC 的 外 接 圆 ，( 其 圆心 为 了 F， 见 图 十 五 ) 
如 果 圆 沿 了 0 方向 继续 向 上 而 不 超过 0 点 那么 所 作 圆 虽说 是 覆盖 
原 扇 形 的 ， 但 半径 越 来 越 大 。 因 此 铺 论 4 成立。 

译 于 此 外 接 贺 半径 ”的 具体 老 达 式 可 从 图 十 六 上 求 得 。 因 为 

BD = Rsin $, 
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: 
BD 2 R 
= = . . (8) 


这 样 我 们 就 得 到 了 7 (R, a) 的 具体 表达 式 《 见 (2) G), 
(8) 各 式 ); 


ee x 
2c0s— » 当 0< cs 

r(R,2) = a a 
Rs, 9 3 < <, (9) 


R M 35 aA, 


HER, BAr=ro 的 图 形 见 图 十 七 。 
辐 解 ”直线 4，BD 和 CEH 恒 有 一 公共 的 交点 。 现 证 明 


Z. 
直线 4 因为 既 在 平 击 4CFE 中 ,又 在 平 Fi 4BFD 中 ,因此 
它 是 这 两 个 平面 的 交 线 . 设 此 直线 与 平面 BCD 的 交点 为 9 (N, 
图 一 ) .再 设 直 线 BO 和 BO 的 交点 为 Gr ， 今 证 9’ 即 G， 这 是 因为 
G' 当 然 在 平面 BODE 上， 而 又 因为 9' 在 BC 上 ， 所 以 G' 当然 在 
207 


(SE 





SZ x 
4 
图 十 七 

PHACFEt. 而 G' 又 在 BD 上 ， 所 以 
8/ 亦 在 平面 4BFD F. AG 就 在 平 
面 4BFD 和 ACFB 的 交 线 4F 上 上 ， 因 此 
G' 即 是 .4F 与 平面 BCDE 的 交点 ， 即 
EHG, 

OM KEDERE. MRAR 
可 能 性 大 ， 有 基体 说 来 是 : MAAR 6) Et 
3 K0.6 MEB RERO d4, BE 
R&RA5PEB6 A A M (Fr RU S Ño 
谁 也 不 输 ) 的 概率 是 1， 图 一 

我 们 用 两 种 方法 解 之 ， 第 一 种 解法 要 用 到 一 些 概率 论 的 知 
识 。 而 第 二 种 解法 要 用 到 线性 代数 的 知识 。 

解法 一 ”我们 用 已 (事件 2) 表示 发 生 事件 4 的 概率 ， 在 本 题 
中 , 我 们 所 讨论 的 事件 就 是 小 孩 每 次 掷 钱 币 后 的 结果 是 正 . 是 反 
所 组 成 的 序列 . ( 当 能 定 出 星 负 时 是 有 一 个 有 限 序列 ， 而 当 始 终 
未 能 定 出 胜 负 时 是 -一 个 无 限 序列 ) . 即 在 本 题 中 ， 所 有 事件 的 集 
合 ( 称 为 样本 空间 ， 或 者 论题 ) 就 是 每 项 或 者 是 且 或 者 是 必 所 组 
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成 的 有 限 或 无 限 序列 的 全 体 ， 那 末 出 现 怎样 的 事件 时 ， 就 算 赌 
徒 4 赢 了 呢 ? 那 就 是 出 现 了 THT， 但 在 以 前 始终 没有 出 现 过 
TTT (当然 也 没有 出 现 过 THT)。 同样 ， 如 果 出 现 了 TTT, 而 
以 前 始终 没有 出 现 过 及 T，( 当 然 也 没有 出 现 过 TTT)， 那 末 
就 算 赔 徒 8 赢 了 。 例 如 在 下 列 事件 TTHHTHT 中 ,A 就 赢 了 . 
因为 小 孩 搓 满 三 次 以 后 ， 出 现 了 77 万 再 搁 第 四 次 后 , 出 现 了 
THH, o 一 直到 小 孩 第 七 次 掷 币 后 ， 才 出 现 Z ET， 而 以 前 
一 直 未 出现 过 了 TT， 同样 在 事件 有 THHHTTT 中 ， 赌 徒 B 赢 
T. 注意 ， 可 能 出 现 一 些 事 件 ， 在 这 种 事件 下 ， 财 徒 4 和 B 是 
决定 不 了 胜 负 的 ， 如 出 现 事 件 
HTHHTB........................ ， 
那 末 这 就 是 一 例 ， (始终 循环 出 现 HTH 
现在 我 们 记事 件 的 集合 
X = {由 T 和 五 组 成 的 序列 | ZHR THT, TITR H 
现 或 以 后 出 现 }， 
这 里 我 们 用 记号 { | 上 表示 一 个 集合 ， 此 集合 中 的 元 素 所 满足 
的 条 件 由 竖 线 | 以 后 的 内 容 加 以 说 明 。 这 样 赌 徒 4 赢 的 概率 即 
为 





s=P(X), 
我 们 把 集合 忒 中 的 事件 分 为 两 类 ， 一 类 是 V， 另 一 类 是 天 ， 邵 
U = { 下 中 的 元 素 ， 但 第 1 项 为 五 }， 
广 = { 玛 中 的 元 素 ， 但 第 1 项 为 全 ， 


再 记 w= 了 PiU)， v=PV), 
因为 X=UUF, 
但 UnV =p 


(ü) 中 表示 空 集合 
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故 m= 4 十 人 。 (1) 
我 们 再 把 吕 中 的 元 素 分 成 两 类 :0 ,和 U,， 即 
U ,= {下 中 的 元 素 ， 但 形式 为 HT.……}， 
U,= { 革 中 的 元 素 ， 但 形式 为 召 五 seem ha 
即 我 们 把 已 中 的 元 素 再 按 第 二 次 搁 币 后 的 结果 再 加 以 分 类 。 同 
样 ， 因 为 


U=U,UU,, U, nU,=4, 
车 记 wi = P(U ), u, = P(U,) 
那 末 4 三 2 十 Wo。 (2) 


因为 在 口中 的 元 素 第 一 项 丝 是 恕 ， 所 以 不 管 在 第 二 、 第 三 项 上 
出 现 什么 ， 由 第 一 ， 第 二 、 第 三 这 三 项 所 组 成 的 三 元 组 一 定 不 
会 是 了 THT 或 者 TTT。 所 以 要 判断 一 次 车 件 是 否 属 于 U， RE 
从 第 二 项 开始 算计 起 ， 这 样 

U, = { 小 孩 第 一 次 抛 币 出 现 互 } ñU , 
其 中 UV = U38203 HT, JA T'HT 比 TTT 
先 出 现 }， 

U, = {小 孩 第 一 次 掀 币 出 现 日 } NU ,'， 
其 中 U, =!{ 小 孩 第 二 次 掷 币 出 现 厅 ， 往 后 是 THTH 比 TTT 
先 出 现 } 
注意 U, = 了 ， U,' =U. 
这 是 因为 在 U,’ 和 六 中 的 序列 只 是 在 称呼 上 有 些 区 别 ， 而 在 实 
质 内 容 上 是 一 样 的 。 对 0U, 和 UU 亦 是 如 此 ， 因 此 车 记 

u = PU,’), u, =P(U,!), 
那 末 u, = %, v,’ =u. 
AWA AA Di 2 Bh riy Bl FU 5261 
AH SRU ,是 相互 独立 的 。 因 为 对 两 个 相互 独立 的 事件 ， 
其 交 的 概率 为 其 分 别 琴 个 事件 的 概率 的 习 积 。 因 此 得 到 
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PU) = 已 ({ 小 孩 第 一 次 掷 币 出 现 囊 ) .P40U,')。 
但 因为 ”P(t{ 小 孩 第 一 次 撞 币 出 现 五 ) = 工 ， 


2 
所 以 u= u=. 3) 
同 理 ， u= tu =. (4) 
这 样 结合 (2)，(3)， (4) 三 式 ， 得 到 (5) 


u=, 
用 完全 类 似 的 方法 ， 对 集合 9 进行 分 析 ， 可 以 得 到 关于 
2 的 另 一 个 关系 式 。 具 体 说 来 是 ， 因 为 了 中 的 序列 第 一 项 都 是 
T， 所 以 不 能 再 像 前 面 那样 ， 仅 仅 是 按 第 二 项 出 现 T 或 五 而 对 六 
中 的 序列 分 类 ， 而 是 我 们 将 让 中 的 序列 分 成 下 列 互 不 相 容 的 四 
2%, 

V =41X: hi 638, BERATHT js 

V,= (XR 3, BERXTHH. =}, 

VV, = {对 中 的 元 素 ， 但 形式 为 TTHT,……}， 

V,= (X EÉJ3638, 但 形式 为 TTHH seere k. 
因为 对 了 中 的 元 素 ， 绝 对 不 会 出 现 TTT…… 的 形式 ， 所 以 我 们 
有 V=V UV ,UV,V,. 

若 再 记  Ui=PVi, i=l, 2, 3, 4, 
那么 就 有 U=U,+U,+U,+U, (6) 
因为 对 六 ,中 的 序列 来 说 ， 开 始 的 一 、 二 、 三 项 就 出 现 了 
THT， 所 以 从 第 四 项 以 及 往 后 各 项 来 说 就 可 以 随便 是 五 或 
所 以 再 利用 第 一 、 第 二 、 第 三 次 掷 币 的 随机 独立 性 ， 便 得 


U, -= 工 . 工 。 工 - 工 
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同 理 可 得 u,-1.1.1.1_ 1. (8) 


而 V, - { 小 孩 第 一 次 掷 币 出 现 ?T， 但 第 二 次 掷 币 
出 现 互 Mn ， 
wi V. = { 小 孩 第 三 次 掷 币 出 现 五 ， 往 后 是 五 了 了 
比 ZZ7 先 出 现 ) 
V,= { 小 孩 第 一 次 、 第 二 次 、 第 三 次 挤 币 分 别 
HAT, T. HNV’, 
此 处 V. = ONEZNUKRTHAH, waÆTHT 
比 了 TT 先 出 现 }. 
同 以 前 一 样 ， 我 们 有 
V, =U, V; =U 
再 利用 相互 独立 的 随机 事件 其 交 的 概率 为 其 各 概率 之 积 ， 可 得 
到 


U 11, 4. = — 

` 2 2 å" 4° (9) 
U =1,1.1, uU = — 1 

1 2 2 2 8 ° (10) 


_ju 3 
ç IG: (11) 
这 样 联 立 (11) 、(5) 两 式 ， 就 得 到 关于 %i2 的 二 元 线性 方程 组 ， 
全 = Wy 
3 
|U- S= 6. 
解 之 得 1 = 0.3, (12) 
v =0.3 
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故 从 (1) 得 和 =0.3+0.3=0.6。 . (13) 
现在 可 按 同 样 的 方法 求 得 事件 的 集合 
了 = {由 和 五 组 成 的 序列 | 先 出 现 TTT，T 了 HT 不 
出 现 或 以 后 出 现 } 的 概率 
y=P¥Y), | 
我 们 这 里 只 扼要 列 出 一 些 算式 。 原理 同上 . 
记 S= FKL, 但 第 1 项 为 H}， 
Q= {了 中 的 元 素 ; 但 第 1 项 为 T}， 
Š, = {中 的 元 素 ， 但 形式 为 HT serete P: 
S ,= 伍 中 的 元 素 ， 但 形式 为 及 及 *..... b 
Q, = 全 中 的 元 素 ， 但 形式 为 TTT……}， 
Q= {中 的 元 素 ， 但 形式 为 TTHH……}， 
Qs = 位 中 的 元 素 ， 但 形式 为 THH……}， 


再 记 S=P(S), q= P (Q), 

Si = P(S;), ¿=1, 2, 

q = P(Q), i=l, 2, 3, (14) 
则 有 y=S+g 

8=8,+8,=-4 + 六， (15) 


q=q +q. qs Tq, 


1 8&8 8 1 . 
二 一 十 一 -十 一 二 一 十 一 一 ad 
rw š ° (165) 


联 立 (15)，(16) 两 式 就 得 到 关于 g，s 的 两 元 线性 方程 组 


|: 
_1 38 
gq= + 8 ° 
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解 之 得 {550.2 (17) 
q= 0, 2, 


由 (14) 即 得 %=0.2+0.2=0.4 。 (18) 
ZEA, GDA, WAF 
W= {由 了 T 各 组 成 的 序列 | 其 中 不 出 现 THT 和 TTT}， 
而 ç wv=PW), 
那 末  w=1]-s-y=1-0,6-0,4=0., 
这 样 就 证 明了 我 们 要 得 到 的 全 部 结论 。 
解法 二 ”因为 小 孩 每 一 次 掷 币 只 有 2 种 可 能 ， 五 或 了 ,所 以 
到 掷 了 开 次 以 后 ， 可 能 的 结局 〈 即 有 玫 项 的 一 个 有 限 序 列 ) 总 
共有 2 种 ,而 在 这 2 种 结局 中 , 赌 徒 4 赢 的 设 为 ox 种 , 赌 徒 B 启 的 
设 为 rx 种 .这 样 


a, = (20) 

Bl RIKI, Wi aB Ari JE 
Bs = (21) 

为 赌 徒 8 赢 的 比例 、 而 我 们 所 要 求 移 ， 显 然 是 
a = lima, = lim- n- (22) 
B = limp; = limt (23) 


为 此 我 们 先 要 求 出 cx 和 kx. 注意 在 小 孩 据 币 玉 次 后 , 周 徒 4 是 启 
的 这 种 情况 ， 不 外 乎 是 出 现 了 以 下 这 种 情况 ， 

第 6- 3、 第 5- 1、 第 6 次 的 括 币 结果 是 分 别 T、 瑟 、 全 ， 而 
ELE <h, BE- k ~- 1、 第 h’ 次 的 据 币 结果 不 是 
TTT 和 THT， 其 中 3<h'<K. 
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所 以 ， 如 果 我 们 把 在 搓 币 4 次 后 ， 量 现在 第 8- 2, k-1, k 
次 的 结果 分 别 是 人 H, T, WESSE <k, Wk -2 k'i, 
4 次 的 掷 币 结果 不 是 ZTZ 和 7 ZEZ 的 这 种 ! 项 有 限 序列 的 全 体 记 
为 三 .， 耐 其 个 数 记 为 E. 的 话 ， 那 末 显 然 有 


Ok = Ea:2k- 3 pE 2k-4 L... Er 1*2+ Ex (24) 


从 而 oss eL... Ek Er (25) 





同样 ， 如 果 我 们 把 在 氛 币 4 次 后 ， 出 现在 第 4 一 2、% 一 1、 k 
次 的 结果 分 别 是 了 、T、.T， 而 在 3<h <k, WE 一 2、b' - 1. 
h' 次 的 拂 币 结果 不 是 THT 和 TTT 的 这 种 # 项 有 限 序列 的 全 体 记 
Zo 而 其 个 数 记 为 1 的 话 ， 那 末 显 然 有 





Tras ?3 +N.2r 4+ tes... + Nk-2°2 + nks (26) 
SSS a Sm ， (27) 


BD. HRR H SRE, Im, -我们 先 求 弘 . AER E 
分 为 四 类 : 

三 :中 第 一 ， 第 二 项 是 石 卫 的 序列 ， 其 全 体 记 为 4%, 其 个 数 
记 为 ci 

己 * 中 第 一 、 第 二 项 是 了 瑟 的 序列 ， 其 全 体 记 为 Br ， 其 个 数 
记 为 7 

三 :中 第 一 、 第 二 项 是 HT 的 序列 ， 其 全 体 记 为 Os， 其 个 数 
记 为 Ch 

三 :中 第 一 、 第 二 项 是 TT 的 序列 ， 其 全 体 记 为 D,， 其 个 数 
Widar, 

则 有 Eh =a, + Oe +e, tdp, (28) 
为 求 得 89;、0。、6cs、ds 的 具体 训 达 式 ， 我 们 要 研究 集合 忌 * 与 集 
fE, :之 闻 的 关系 ,因为 在 三 4+i 中 的 序列 , 如 果 拿 去 第 一 项 后 
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一 定 是 呈 ; 中 的 序列 ， 所 以 441 中 的 序列 一 定 可 以 通过 在 三 ;中 
的 序列 再 在 其 左 端 加 上 T 或 有 厂 ( 至 于 如 何 加 法 ， 以 下 就 会 详细 
研究 ) 来 得 到 、 具 体 说 来 是 ，4; 中 的 序列 左 端 加 上 五 后 ,就 成 
为 4i+ 1 中 的 序列 ， 左 端 加 上 后， 就 成 为 Bs; PREI Bat 
的 序列 左 端 加 上 五 后 ， 就 成 为 04; ,中 的 序列 ， 左 端 加 上 人 后 ， 
就 成 为 Ds; ,中 的 序列 ，0C% 中 的 序列 左 端 加 上 五 后 ,就 成 为 4;;， 
中 的 序列 ，( 对 C4 中 的 序列 左 端 不 能 加 上 而 成 为 三 a 1 中 的 序 
列 ) ;Ds 中 的 序列 左 端 加 上 五 后 ， 就 成 为 C+ :中 的 序列 ， (对 也 
中 的 序列 左 端 不 能 加 上 了 而 成 为 三 。; ;中 的 序列 ) 。 
以 上 的 递归 构造 算法 在 表 一 中 可 以 更 直观 地 看 到 。 














表 一 由 三 k 生 成 号 k;1 的 递归 算法 
如 上 去 的 三 :中 的 序列 合成 的 结果 
dL 
T HIH...... THT € Ak | THH- -THT € Bx. | 
H TH...... THT € Bk | HTH... .-.. THT €Ck+1 
T TH...... THT € Bx. | TTH- THT € Cki 
H | HT -THT € Ck | HHT -THT € Aksa 
T HT -THT € Ck | 不 属于 Sin 
H TT... THT € Dk | HTT -THT € Cki: 
r | Tr=rurep | FBETE:. 





此 外 从 表 一 中 可 看 出 : 由 44% 生 成 的 44+ 1 中 的 序列 和 以 C4。 生 
成 的 A4+1 中 的 序列 是 彼此 不 同 的 ;由 Bs 生成 的 C44 1 中 的 序列 和 
由 Ds 生成 的 O04; ,中 的 序列 也 是 彼此 不 同 的 , 从 以 上 算法 中 我 们 
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得 到 ap ;1,664 1，Ch:15044 Bas b, cs d,2 MERRIER 
Gk “Gp 十 C6 5 
Ükt = G, ， k>3 。 (29) 
Chri =b, +d, , 
dp+ 1 =b, s 
此 和 外因 三 ;中 仅 一 序列 ，TAT . 
所 以 有 Qs =0, $s=1, 6s=0, ds=0,， (30) 
如 果 采 用 和 矩阵 的 记 法 ， 而 我 们 令 
Wk 1010 


那么 由 (28)， (29) 济 (30) 式 ， 得 到 
Fe = JF, , 235, (31) 


1 
”| :| (32) 


Es=(1,1,1,1)Fh. (33) 
这 样 累 次 运用 (31) 式 ， 便 可 得 到 在 4 之 3 时 
Fa= Ih = TR, = , 
即 F= JOSEF, , _ 23, (34) 
从 而 E= (1,1.1,1)J°°3F,, k3, (35) 
所 以 为 了 求 5s， 只 要 求 .7 2 
而 对 于 Ts 如 何 呢 ? 我 们 也 将 之 * 中 的 序列 分 为 四 类 : 
2 中 第 一 、 第 一 项 是 瑟瑟 的 序列 ， 其 全 体 记 为 44 ,其 个 数 
记 为 cus 
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3 中 第 一 、 第 二 项 是 了 且 的 序列 ， 其 全 体 记 为 B.， 其 个 数 


记 为 D4 

zx 中 第 一 、 第 二 项 是 五 了 的 序列 ， 其 全 体 记 为 C4， 其 个 数 
WHC, 

Zs 中 第 一 、 第 二 项 是 TT 的 序列 ， 其 全 体 记 为 Dx*， 其 个 数 
记 为 gx。 

这 样 就 有 me =a tbl rel + di, (36) 


HRE, bis el, d BB RIK, ullqu 6 HR 
合 Zx+: 之 间 的 关系 ， 同 样 , 在 Zu+ :中 的 序列 ， 如 果 拿 去 第 一 项 
后 一 定 是 2 中 的 序列 ， 所 以 p41 中 的 序列 一 定 可 以 通过 在 2, 
中 的 序列 再 在 其 左 端 加 .上 了 或 ( 见 体 加 法 ， 待 下 就 详细 研究 ) 
来 得 到 、 具 体 说 来 是 ，4: 中 的 序列 左 端 加 上 如 后 , 就 成 为 4 ，,， 
中 的 序列 ， 左 端 加 上 后， 就 成 为 Bi ,中 的 序列 ， Bx 中 的 序列 
左 端 加 上 瑟 后 ， 就 成 为 0 中 的 序列 ， 左 端 加 上 了 后 则 成 为 












































表 二 由 53k 生成 5x 1 的 递归 算法 

MERN | 2k 中 的 序列 合成 的 结果 

f i 
H O AHITTT EA | HINTTTEA kL 
r | HH TITEA | THH-..-TTTe B, — 
H | TH-.—.TTr €B HTH -TTT E Ck.) 
T | TH... PPT CB | TTH....TTT€ Dy 
H | HT TTT € O HHT TTT EN ka 
r | Hressrrreo | 不 属于 ki 
H | TT -TTT € D HTT TIT EC ka 
T | TT Tre D PPG 





了 ks 中 的 序列 、C 中 的 序列 左 端 训 上 五 后 ， 就 成 为 44: ,中 的 
序列 ，( 对 Cx 中 的 序列 左 端 不 能 加 上 了 而 成 为 24+ 1 中 的 序列 )， 
:中 的 序列 左 端 加 上 五 后 ， 就 成 为 O04, 中 的 序列 ，( 对 D! 申 的 
序列 左 端 不 能 加 上 而 成 为 Z44 1 中 的 序列 )， . 

以 上 的 递归 构造 算法 在 表 二 中 可 以 更 直观 地 看 到 。 

此 外 从 表 二 中 可 看 出 ; 由 4; 生 成 的 44ii 中 的 序列 和 以 Q4 生 
成 的 44+ ;中 的 序列 是 彼此 不 同 的 ;由 B: 生 成 的 C4+ 1 中 的 序列 和 
由 DD 生成 的 C4 ,中 的 序列 也 是 彼此 不 同 的 . 从 以 上 算法 中 我 们 
也 得 到 了 Qi，6441，64+19 dk. jak bi ,C4,G4 之 间 的 递 推 关 
系 

al =a, +e, 
biri =el, k>3. (87) 
ea = bl +d , 
di, =b; , 
此 外 因 2s 中 仅 一 序列 ，TTT, 
所 以 有 c=0,5=0, cs=0, ds=1。 (38) 
如 果 采 用 矩阵 的 记 法 ， 而 我 们 令 


b; 
Q= , 
Cu , 


d; 
那么 由 (36)，(37) 和 (38) 式 ， 得 到 
Qrp = JO’ k3, (39) 


0 
,-| | ， (40) 
0 
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Te=(1,1,1,1)G, 。 
RERE G,-Jhi-: G | 
从 而 Hs=(1,1,1,1)0*-:G,， 
往 下 我 们 为 求 出 7*-3 而 首先 求 出 J 


(41) 
kFE2 3, (42) 
k> s. (43) 


的 约 当 (Jordan) 分 解 


式 ,为 此 先 庄 求 出 的 特征 值 , 即 求 代数 方程 





IJ-AMI=X4 -NM -X-1=0 (44) 
的 根 、 方 程式 (44) 即 为 | 
Q*+1 A-A- 1 =0， (45) 
所 以 此 方程 有 四 个 单 根 
À, = 了 ° À, = 一 多 > 
I+ 5 1-5 
À, = > À, = (46) 
HTAR, 1<4<4, FoR ARE IE 
t, f 
f, 
t | ” 
t, 
t, 1010 A A 
. ¿ | 1000 t, A 
即 如 省 | = =À ， 
w a e eE] 
š, 0100 í t, 


É, +Í, = Àt, , 


JE t, = Af bi 
亦 即 f ti = Atg , 
t, = M. ` 
# i= 1, 
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t = A, 


那么 | É, = À, 
t= (一 LA2 , 
所 以 可 知 ， 若 /是 特征 值 ， 则 
入 2 
À (47) 
Q- DN: 
1 








是 与 此 特征 征 值 相对 应 的 一 个 特征 向 量 , 今 用 入 = 入 1， 和 ,， 入 ,， 
入 分别 代入 (47) 式 ， 就 得 到 相应 于 每 一 个 特征 值 和 的 一 个 特征 
辣 量 、 将 这 些 向 量 自 左 向 右 排列 成 一 个 4x 4 的 矩阵 工 BH 


a] 34v 5 3-5 














2 2 
14+w5 1-5 
了 = 2 2 |. (48) 
.1+w5 1-5 
fl- to 2 
1 1 1 1 
À, 
À 0 
因为 JL=L Í N 
0 À, 
À, 
f À, 
À, 0 
因此 Z= L L, (49) 
0 ha 





HPLC 为 了 上 的 道 阵 ， 我 们 可 以 过 直接 求 得 (我 们 另 有 一 个 不 必 
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直接 从 了 求 产 ! 的 方法 ， 这 在 评注 二 中 介绍 ) 

















一 2 十 了 1 — 3 1+ 2% 2-4 
10 10 10 10 
一 2 一 4 1 + 3% 1- 2⁄4 2+% 
10 10 10 10 
I= | _ h 
1 一 1+ 5 —-1+vV5 3 一 w 5 
5 10 10 10 
| 1 -1-w5 -1-v5 3+V5 
人 5 10 10 10 J 





表达 式 (49) 称 为 v 的 约 当 分 解 式 ， 利 用 这 个 分 解 式 ， 将 它 代 入 
J, RA 





Ats 
àt 0 
J*-3 =Z L L-! , 
0 À, 5 
) =a 
RIELS 3 时 ， 
入 is 0 
At 0 1 
E= (1,1,1, DL L-! 
4 ! 0 At? 0 
A, 0 
= koa (l 3 ok-af 1 + 34 
(7 ( TC )+ %) (~) 


+ 
— 
~J 
+ 
Co 
pe 
` 
Jı | 





5) rv ae + (3) 





(二 Lv Ss) 


10 


了 (和 + E J 


(y. - (Ys5) ~“) 


2 





k+1 


eop? ， 8 为 奇数 ， 
| < Ë2>3., (50) 
2 
TC D ， 4 为 偶数 ， 


HEERS 3 时 ， 也 有 


AE 0 0 
k-3 _ 0 
n= (1,1,1,1) L ha k-3 了 
À. 0 
0 Ate 1 


=ë: ( ii ) + itetit ) 








Z+3V 5 V3-V 5 v Itv 5i 
(Z 5 (3 < )( = ) 


_ 一 / TF L E k-33 
+ (Z axs (85 5 (4 sE) 
AEE. 即 得 


， V E 4-3 . 1-5 天 ~S 
m= (H) +(—— J 


ral HS-S) 
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1 


—(-) 2 , 为 奇数 ， ; (51) 


P 
+ 














- S 
B= Z, 


这 就 完全 得 到 了 我 们 的 结论 


奥地利 1981 年 数学 竞赛 题解 
第 一 试 
中 解 ”我 们 首先 注意 如 果 一 个 平行 四 边 形 4B8OD ( 见 图 一 ) 
的 两 边 之 长 分 别 为 @，s， 而 两 对 角 线 之 长 分 别 为 A/，9， 那 么 有 
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2(d2 +e) = f* +g, 
这 是 因为 若 令 4BC =a, WA 


f° =d? +e? — 2decosa, (1) 

而 g? =d? +e? — 2decos (x-a) 
=d? +e? + 2decosa, (2) 
(D +62) f°+g'=2(dt +e), (3) 





图 一 图 二 


现在 在 八 4BC 中 ， 著 4D 是 BO 边 上 的 中 线 , 那 末 将 4D 延 长 
一 倍 至 4 ， 那 么 四 边 形 4B4/C 是 平行 四 边 形 《〈 见 图 二 )， 所 所 





(3 ) 式 便 有 
a? + (28a)? = 2(b2 +0°), 
2 2_ g2 . 
所 以 s a e. (4) 
2 2 _ 72 
HREH s= 20° +20° ob (5) 


4 


2_ 20° + 2° — 6° 
= ——— 


c 1 (6) 


8 
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: 3 2 pz’ 
Sa TS, +s. = gat + bi e?) 。 


a+b+e 


因为 8 = 





, 


而 欲 证 之 不 等 式 为 


sL? +s? +8 °, 


亦 即 为 (tte cS a +b? +e), 


整理 后 得 ab + be+ea[xa +b? +o, (7) 
这 是 成 立 的 ， 那 是 因为 

2ab<ca2 +b?, (8) 

' 2be< b 十 62， (9) 

zeae? +a", (10) 


再 将 (8)，(9)，(10) 三 式 相 加 ， 便 得 (7) 式 ， 而 (7) 式 中 等 号 的 
成 立 ， 只 有 在 (8) ，(9) ，(10) 三 式 的 等 号 都 成 立时 才 成 立 ， 而 
这 意味 着 | 
a=b=e, 
所 以 本 题 中 窝 证 之 不 等 式 中 的 等 号 ， 当 且 仅 当 三 角形 是 等 边 三 
角形 时 才 成 立 。 
OM 只 要 当 自 然 数 % 不 被 3 除 尽 时 便 有 





(Œ? 十 + 1)|(@*"”+1-+ (@ + ]) 233 (1) 

首先 注意 方程 zw?+w+1=0 (2) 
-1+vV —3 -1+ 3 
的 根 为 s 3 > 


-1+vV 3 š 
2 多 
- 1-3 
2 9 
其 中 j= 一 1 。 若 我 们 记 


-1+V 34 
= > ; 
— -1- v 3 
则 o 5 . 
所 以 为 了 使 (m` +e + 1)|(@29n 2 1 + (@+ 1) 223 
只 要 求 oz2*+1+(o@+1)22=0 (3) 


便 够 了 ， 这 是 因为 若 (3 ) 式 成 立 ， 那 么 就 意味 着 多 项 式 

和 29 十 1 十 (十 1)29 
包含 因子 4%- o, 

但 因为 (3 ) 式 成 立时 ， 

D+1+ (@ +1)2"=0 (4) 
亦 随 之 成 立 ， 其 中 okoka. 而 (4 ) 式 意味 着 多 项 式 
22" 1+ (+1)2" 和 包含 因子 pz-o。 这 样 多 项 式 g2"+1+ (G+ 
1) ”就 包含 因子 

(S-o) (8 -0)=8? +041, 

也 就 是 ( 1 ) 式 成 立 ， 
现在 来 考察 % 为何 值 时 (2 ) 式 成 立 。 注 意 


+1=—@’, 


故 (2) 即 为 otit (oa)? 
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亦 即 (0?) ? Lo" + l=0, 


这 样 便 有 @252= QO (5》 
或 ozot, (6) 
这 是 因为 方程 (2 ) 的 根 一 为 o， 另 一 为 @ ， 但 

o= lrY3; 2x 2x 


5 2 os- 十 in zo 





|、 _ 2m . . 2m4? 
所 以 o? = (co +isin £T 
= cos% + isin £t 
= cos + %sin 3 
= -1 3 ;-S. 
2 2 
在 (5) 式 成 立时 ， 便 有 
olo?! -1)=0, 
亦 即 W211=0, (7) 
因为 o*i, Wl, w=1, 
所 以 (7 ) 式 意味 着 
312%— 1, 
亦 即 2%— 1 = 3#, (8) 
其 中 % 为 自然 数 。 因 此 
2% = 28+ h+ 1, 
n=h+ ttl, 
2 


所 以 (+ 1 了) 必定 是 偶数 ， 即 
k+1=2k’, 
Ep EHR, XE ORRERA 
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2%— 1=3(2k — 1), 


即 n=3ËbF — 1, 8 是 自然 数 ， (9) 
在 (6) 式 成 立时 ， 
o? (w? 1) = 0, 
亦 即 otr? 1=0 
因此 312n~2， 
亦 即 2n — 2 = 31, (10) 
其 中 了 十 自然 数 ， 因 此 
n=l+1+ E, 


廊 以 7--- 定 是 偶然 ， 即 


l=, 
其 中 是 自然 数 ， 这 样 (10) 式 便 成 为 
n=3 + 1, 7 是 自然 数 。 (11) 


综合 (9 ) 与 (11) 式 便 知 ， 只 要 ”不 被 3 除 尽 ，( 1 ) 式 便 成 立 
OR D 第 一 步 我 们 要 证 明 不 等 式 组 


qa + bm, + em, =0, 
aD, + bz, + GG, =0, 
qas + bz, + e@, >20, (1) 


... ... 


| Cna + bz, +em,>>0, 


:Ci + Con-l + bz,20, 
| bz, + em, + az, 0, 
是 等 价 于 方程 组 
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aw, bz, + 6%8 =0, 
aTa + bz, + Cw, =0, 


dg, + bz, +69; =0, (2) 


apo + Ün, ., +em, = 0, 
EA + an, + bz,,= 0, 
bn, + om, +q, = 0, 
这 是 因为 如 果 把 不 等 式 组 (1 ) 的 前 (wm- 1) 个 不 等 式 相 加 ， 再 充 
分 利用 系数 4 ,5 ,6 之 间 的 关系 


a+b+0=0, (3) 
则 得 (C+co+(+a)oOo+ (b + )@,2>0, 
亦 即 — bz, ~ em, — a0,2 0, l 
WERP bz, HeD, +oons0。 (4) 


因此 (4) 式 与 (1) 的 最 后 一 式 相 联 立 ， 便 得 
bz, + em , + an, ,<0, 

{i +m, + 00 0。 (5) 
所 以 只 有 bz, + e2, + qa, = 0 
才 是 不 等 式 组 (5 ) 的 解 ， 因 为 不 等 式 组 (1) 中 S, 22,9 
vw-1，n 是 头 尾 相 接 循环 排列 的 ， 所 以 可 以 重复 应 用 以 上 的 过 
程 ， 从 而 得 到 方程 组 ( 2 ) 中 前 (%- 1) 个 等 式 。 

Gi 现在 求解 方程 组 〈2) 。 我 们 将 方程 组 ( 2 ) 中 的 所 有 系 

数 5 均 用 b= -ca-6 
来 苦 代 。 这 样 第 一 个 方程 便 成 为 

qm, — (@ +6), + oG, = 0, 
亦 即 是 CO -0a) = 一 Is)。 
同样 第 二 个 方程 成 为 


alB — g) =6(%@, ~ WT,). 
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依次 类 推 ， 我 们 得 到 一 个 与 方程 组 ( 2 ) 等 价 的 方程 组 (6 )， 那 
就 是 (G, 一 0a) =6e(@,—%,), 
| Q(T, ~ Z) =C(83 — V4), 


(6) 
OBa- Vn) =c (G,—%,), 
@(@,—@ ) =  — 2.) , 
注意 我 们 可 从 方程 组 (6) 得 到 
a” (S, =T) =c (01 一 和 3) 。 (7) 
那 是 因为 


(BI —m@,)=q"-1 e q(@, —m,) 一 00r10(002 ~— Ws) 
=00" 2 e A(G, — V) =0°a"? (vs — Qm.) 
一 CH |° G@(@,— VL) =ce"(G 一 和) 。 
因此 如 果 erze", (8) 
那么 从 (7 ) 式 便 得 zi =T. 
同样 从 方程 组 ( 6 ) 可 得 
CI (Q, — Bg) =0U(@, 8), +... ; 


P (Ga) =e" (Ga 8), 


因而 便 得 5， =t, = De =... By (9) 
如 果 (8 ) 式 不 满足 ， 那 末 便 有 
=e”, (10) 
因为 4 与 6 缘 为 实数 ,因此 从 (10) 式 只 能 得 到 
@=e (11) 
RH n HAR, e= -e (12) 
在 (11) 式 成 立时 ， 若 
ga=6=0, (13) 


那么 b=0, (14) 
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REHE, Gos Wns p) 
的 各 分 量 取 任意 值 都 能 满足 原 不 等 式 组 (1 )。 如 果 


@= >< 0, (15) 
那么 方程 组 (6 ) 便 成 为 
TiTa =, G. =. Ey (16) 


所 以 若 设 B-B =B- Dy =e =B 20 Eh, 
那么 从 8-8, =h, 


便 得 m 一 人 —h; 

再 从 Qm, — Ws =h, 

便 得 =B —-h=8, -— 2hs 
B, =T, h, 


ss =g, ~ 2h, 
因此 得 s, = 2) — G@— LÀ, (17) 
T,=,- wh, 
从 上 述 方程 组 的 最 后 一 式 便 得 A=0, 
因此 方程 组 (16) 便 成 为 wí =2s =0s = =, (9) 
再 车 (12) 式 成 立 ， 那 么 从 (3 ) 式 便 得 b=0. 
所 以 如 果 a= -c=0， 
那么 又 是 向 量 (Ti, ay oee » Pn-ls Dp) 
的 各 分 量 取 任意 值 都 能 满足 原 不 等 式 组 ( 1 )。 如 果 
í= — 60, 


那么 方程 组 ( 6 ) 便 成 为 





Woo (18) 
É =, 
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因为 此 时 ”为 偶数 ， 所 有 方程 组 (8 ) 便 成 为 
m =Q, = SDa- 
1 (19) 
By =Q, =+... = Dne 
总 结 以 上 所 述 ， 我 们 便 得 到 ， 在 6=8=6=0 时 ， 不 等 式 组 
(1) 的 解 是 整个 nn 维 空间 ;在 b=0 和 &@ = -x0 和 为 偶数 时 ， 
RFAAI KRED, SPa =t Ebys T = %, = *** = Dyg 在 
其 它 所 有 情况 下 ， 不 芭 式 组 (1 ) 的 解 为 


TSB, =; 5B = =Z, = S,, 


第 二 i 
OM ”我 们 先 考察 数列 
Oa = (x m 2, 
注意 当 n=hL b'+1, 22, os k?+2b 
时 ， 均 有 &, = h, 
(0, =G,' =0 =] 


f 一 ' f — t 一- f! = 
a =a," =G," =G,” =G, = 2, 


qk: =G: =m eee Ohga =R, 

有 了 这 样 的 感性 认识 后 ， 我 们 就 容易 找到 数列 ss 中 需要 寻找 的 
整数 5 ,6 , T. HX 

C= 2 n=] +l, 
所 以 b=2, e= — 1, d=1, 

卞 面 我 们 要 证 明 上 述 8 ，e , d 取 值 的 唯一 性 ，。 

Bl btynrce 1+d=2(Vn- 1 )+1, (1) 
那么 将 m= 1，2，3，4，5 代 入 (1) 式 便 得 





rw1+6 J+d=1, 
bizte y+d=3, 
DV Bio J+d=3, 
BCv Ire )+d=3, 
bls+o )+d=5, 


从 前 述 对 函数 Cw m1 的 讨论 可 知 ， 一 定 有 ， 


2+6 是 一 个 平方 数 ，5 +c 评 是 一 个 平方 数 。 
因此 一 定 存在 非 负 整数 。， 使 
2 +o = e2, 
{gro (es Da, 
REAGO, (4) 两 式 中 消去 e ， 便 得 
3=2e+1， 
示 即 e=], 
将 (5) ARE (3) 式 ， 便 得 C = - 1， 
MJ (1) 成 为 GQ-2)( Zn 1J= 1-4. 
这 样 车 b-2>0, A 
1-d=lim(b-2)[V n- 1 = +o 


* 


因此 得 出 了 矛盾; #b-2<9, A 
1-d=lim(0-2)(V 0-1 = -co。 


亦 得 出 了 矛盾， 所 以 只 有 Bb-2=0， 

这 样 从 (6) 式 又 得 到 1 d= 0, 

记 以 ”b=2, d=], 

因此 对 5，c ，a ， 只 能 取 b5=2, e= -1, d= 1, 
这 就 证 明了 瞧 一 性 。 
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(2) 


(3) 
(4) 


(5) 


(6) 


@@ 解 ”首先 注意 
xe _n(n+ 1 (2n+1) ， 





6 

所 以 Sifa (D 
i=l 

就 等 价 于 (e+ 1)(2n+ 1) |60- (2) 

再 因为 (n+1, 2n+1) = 1, (3) 

那 是 因 若 n+ 1= AB, 20 + 1 = AG, (4) 


其 中 4，B，C 都 是 自然 数 ，(4) 式 表示 m+ 1 与 n+ ARAT 
4， 那 么 从 (4) 式 便 得 


2n+2=24B, 
从 而 1=2%+2- (2n+1)=24B- 40 -= 4A(3B-0), 
因此 A=1, 
所 以 (3) 式 成 立 ， 因 此 (2) 式 就 等 价 于 
(+ I) em- D1 (5) 
与 (2n+1) 6(n-1)1 (6) 
我 们 上 先 考 察 (5) 式 .首先 我 们 将 (% + D 进行 标准 因子 分 解 ， 
gp n+1= pine pit. (7) 


其 中 Pien Pk 是 互 不 相 问 的 素数 ， 而 0 aE 8 283, 
如 果 在 (7) 式 中 之 2， 即 %+ 1 至 少 包含 两 个 不 同 的 素 因 子 ， 
那么 此 时 一 定 可 以 把 n+ RRA 

+ 1=D.E, (8) 
其 中 D,P2u2288 B 836 WE DE, (9) 
如 果 在 (7) 式 中 四 =i, E 
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G+ i=mp", 
但 若 w 兰 3， 那么 表达 式 (8) 仍 成 立 ， 而 且 限 制 条 件 49) 仍 成 立 。 
而 在 a = 2 或 a = 1 时 ， 我 们 就 相应 有 
n+1= (202, (10) 
2%+1L1= 素 数 。 (11) 
因此 我 们 可 以 把 以 上 的 讨论 归结 为 ， n+ 1 必定 下 列 三 种 互 
不 相 容 的 情况 之 一 ， 那 就 是 


(i) n+l1= 339 (11) 
Gi) n+1= (素数 ) 2 (10) 
Gi) w+1=D.E, (8) 
其 中 D, EXPR2WARA W ELD3eC E, (9) 


TERNER EEMI), GD; GD ZPD s 
讨论 (5) 式 。 
(i) 妆 p+T1L= 素 数 时 ， 而 且 8Z3 时 ， 一 定 有 
(m+1x6(@-1). (12) 
那 是 因为 %+1lx%w~1!。 
再 因为 %+1 守 4， 而 且 n+ 1 为 素数 ， 所 以 
n+ 1 X6。 
因此 (12) 式 成 立 
Gi) 当 %+1=Q@*， 而 Q@ 为 素数 时 ， 我 们 要 证 明 、 在 
nn 之 4 时 有 
RK- ' 《13) 
那 是 因 若 2Q2n, 


从 而 >n? n-d, 
亦 即 8 之 (n-— 2), 
即 4n, 
但 在 n= 48), n+1=5% (RAD AED 式 在 n>>4 时 成 立 、 
既然 (13) 式 成 立 ， 因 此 更 有 

Q<2Q<n- 1. 
因此 (m— 1)! 三 .220 一 1)， 
所 以 m+D =Q' 6@- DI. l 

MEn, H Jfs=3B], n+1=4=2°, WD) 

n+1=22 | 6-(3- DI =6.2, 

所 以 只 要 n+1= (RR), BADARE., 
(Hi) M4in+1= D.B, 而且 D, 加 为 之 2 的 自然 数 ， 而 且 . 

Dx EW, RMA 

D, E<n - J. (14) 
BAND, Et- Amd, # D>, 82821 E2>2, 
因此 一 定 有 

nt+1=D.E>n.2, 
从 而 12>n. 
但 在 mn=1 时 ，n+1]1=2= 素 数 ,是 属于 情况 (i ) 的 ， 所 以 我 们 知 
EUDAR. WADE, WRR RITTA DE, 
因此 

(m-i) = 1:22. D... E... (n — D. 
所 以 n+1)!, (%— 1)1, 


国 此 可 知 ， 在 本 情况 (i) 之 下 ，(5) 式 一 定 成 主 。 
综合 以 上 讨论 便 知 ， 当 而 且 只 有 当 m%=152 或 R23 但 n+ 1 
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XEAN, DATARS. 
现在 来 考察 (6) 式 .与 以 上 的 讨论 相仿 ,我 们 可 以 分 以 下 三 
种 情况 来 讨论 之 ， 


(i) 2n+1= 3⁄2 《15) : 

(ii) 2n+ = (素数 ) 2 ` (16) 

(ii 2n+1=D:E, a (17) 
Hp D, EK 220 RA, m HD E. (18) 


(I) 在 2%m+1= 素 数 ， 而 且 % 之 2 时 ， 一 定 有 
(2%+1)+ 6%— Dl 
那 是 因为 〈2m + 1) 为 素数 ， 所 以 
(2+1) t (a-i), 


EHAAn, Wat 125. M2n+1=5, 7,00 
所 以 (2n+ 1) + 6. 
因此 (2n+1)+6(n- 1)1 
(I) 当 2n+1=Q ,而 @ 为 素数 时 ， 而 且 % 之 g 时 ， 一 
定 有 2Q<%-1, (19) 


那 是 因为 若 2Q>n, WA 


„w 
2n + | =Q D> — 


T 
从 而 o 0w gn- 4, 
亦 即 2022(m- 4)2. 
亦 即 8, 


Hik SEJE ER. Pit 
(m= D,E Lze Q+... (2Q) nm- 1), 


所 以 +1=Q jma- E 
亦 即 (6) 式 成 立 。 而 在 mw 和 8 时 ， 只 有 29= 4 时 2n+1=g= 32, JE 
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属于 本 情况 的， 而 此 时 


2mM+1=9=3?]6-3f, 


所 以 只 要 2m+i=( FAV 8 3 (6) 式 成 立 。 
Gi) *42n+1= D E, D,E 32208 8383, W HD E 

D,E<n-1 (20) 
那 是 若 D, 百 之 一 ， 例 如 D， 有 D 宇 n+1， 那 么 因为 之 2， 那 样 
便 有 

2n+1= D. E> (n+ 1) 2, 
因此 便 产 生 了 矛盾。 所 以 一 定 有 

D, E<n, 
B:4D,E2—, BIHID, #D=nBl, WA 

2m+1 =n E, 
RZE, MAER ES. #ED>3, WA 

2n + 13N, 
因而 ”= 1 = D, Am 5D>27 6, HERES 

D,Exn-1, (20) 
AAD=E, AERA kb, TEDE, GE 

N= I) = 12era Dsc E... — 1), 


因此 O (m+ -Dt 


KETAR ARRLGDZTF, 6GA ZAR. | 
综合 以 上 讨论 便 知 ， 当 而 且 只 有 当 %= 18 n2248 0+1% 
素数 时 ， (6) X y, 
加 此 综合 对 (5) 与 (6) 式 的 讨论 可 知 ， 当 而 且 只 有 当 ? = ] 或 
nz2 时 但 + 1 与 20+ 1 都 不 是 素数 时 ， 有 
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n 
Se _ ñin+1)(2n+ l) 


ny 
6 


i=} 



















































































1 | 1 
5 | 2 | 

3 tv 7 | 2-7 | 31 

4 | 5 | sv| 2.3.6 | 4 | 

5 s| u ` 5-11 | 5 | 

6 7 | u | 7-13 Lef 

7 | 8v | ne] 4-5-7 lav 

8 ovl v | BEYET | 3 | 

9 | | 1 | 3:5-i9 | 9 | 
mw | N | av 5*7+11 jio | 

it 12v | 23 | 2.11.23 | | 

12 | 13 233] aas 12: | 
EEr uv zv] 7.9.13 pi | V 

u | 5] ?9 | 5.7.29 41 

1 | 162] 3 |! 5.8.31 lis: | 

16 | 17 33、 | 8.11.17 lier | 

17 | l| sv! 33135 nfv 

18 | 19 37 3.19,37 (is, | 
39 0v | š 10:13:19 19 | V 

20 | av| 4 o 7+10.41 








下 而 我们 用 天 一 列 出 了 n<20 时 之 兴 能 否 除 尽 n1 的 情况 ， 
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以 及 (m+ 1) 与 (20+ 11) 是否 为 素数 的 情况 。 在 表 一 的 n+ 15520 
+1 栏 中 ， 我 们 用 标 出 该 数 不 是 一 个 雪 数 ， 而 在 最 后 一 栏 用 


v 标 出 之 六 是 能 够 除 尽 nl 的 ， 注 意 在 ">>2 时 当 且 仅 当当 前 两 
栏 都 出 现时 ， 最 后 一 栏 才 出 现 v。 


人 @ 解 ” 原 方程 组 为 
D? — 32% + 3⁄2 - z =31, (1) 
f- g? + YZ + 22? = 44, (2) 
m: +y +8z2 = 100, (3) 


利用 方程 (1) 和 (3) 可 以 消去 %y 项 ， 从 而 得 到 只 包 食 P*?，9*，2z? 
项 的 方程 








40? + 3y? + 2322 = 331, (4) 
这 样 我 们 便 得 到 

dw <331, 3u<331, 2321<C331, 
从 而 s< 82.75, 

<s =110.33-....., 

331 

: — = |d | 

2 < = 14.3913 
Ami lal <ç 82.75 =9.0967……。， . 
BN z 是 整数 ， 所 以 

KIRSA (5) 
同 理 因 ly <v 110.33… =10,.5039.°, 
故 [y| S10; . (6) 
W |z| < 14.3913 =3.7935……… . 
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a |z|<3. 
再 从 方程 (2) 我 们 得 到 
= - 22125 (7) 
62 , 
往 下 我 们 就 从 |z| = 0,1,2,3 这 站 种 情况 来 讨论 这 方程 组 。 
(i) 2=0。 这 样 从 (2) 便 得 
-m2 = 44, 
而 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 z = 0 是 不 可 能 的 ， 
Cii) ”|z|=1。 这 样 把 z= +UA AC), 4849 


44-2+8* 42+%? g? : 
y= tt (8) 
因为 9 是 整数 ， 所 以 从 (8) 式 价 知 ， 
Z 是 整数 。 
因为 6=2.3 


所 以 %* 必 定 要 包含 因子 2 和 3 ， 因 此 zc 也 必定 要 包含 因子 2 和 3， 
亦 即 zw 要 包含 因子 6 。 但 从 (5) 式 知 ， 只 能 是 z=0 或 |s| = 6. 
在 z=0 时 ， 2= 土 7， 这 样 把 

@=0, Y= tT, Z= +1 
代入 方程 (3)、 便 得 到 矛盾 。 在 |w| = 6 时 ， 从 (8) 式 便 得 

Y= +7+- = £7+6= 3. 
这 样 将 |a| =6, #= +3, z= +1 
代入 (3) 得 36+18+8=100。 
而 也 是 矛盾 的 。 所 以 |z] = 1 总 不 可 能 ， 

Gi) |z| =2。 这 样 将 z= 土 2 代入 (7) 式 ， 便 得 到 


_ z 2 2 
y= 448ta 36+9 so 


与 前 相 伤 ,我 们 可 知 %* 必 定 要 包含 因子 6， 所 以 也 只 可 能 是 =0 
或 lz, =6. 而 w=0, 1z| =2 代 入 方程 (3) 便 得 矛盾 。 而 jx| = 6 时 ， 


36 
1 


y= +3 +L — = + 6, 


这 样 将 i| = 6，4= 土 6 z= +2 
代入 (3) 得 36+36+32=100， 
而 这 是 矛盾 的 。 所 以 |z| = 2 不 可 能 。 
GV) |z| =3。 将 2= +3 代 入 (7) 式 ， 便 得 到 
44 一 18+02 26+? 
= CI 1 
从 (9) 得 到 s?=2(+9-13). 
因此 Y 一 定 要 包含 因子 2 。 再 结合 (5) 式 ， 便 知 
JE] =0,2,4,6,8。 
这 样 相 应 的 4 值 分 别 为 





(9) 


327 718 Fis’ 418° +ig’ 118° 
因为 Y 是 整数 ， 所 以 只 能 取 


90 
Y= 118 7 
这 样 将 |z] =8, y= +5, [|= +£5 
代入 方程 (3)。 便 得 ”64 土 40+200 = 100。 
而 这 是 矛盾 的 ， 所 以 |z| = 3 不 可 能 . 
这 样 便 知 本 题 的 方程 组 无 整数 解 。 





tD, 
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